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Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Для непустого подкласса Ω

класса всех простых групп I и разбиения ζ = {ζi | i ∈ I}, где ζi — непустой подкласс

класса I, I = ∪i∈Iζi и ζi ∩ ζj = ∅ для всех i 6= j, в работе вводятся ΩζR-функция

f и ΩζFR-функция ϕ. Областью определения данных функций является множество

Ωζ ∪ {Ω′}, где Ωζ = {Ω ∩ ζi | Ω ∩ ζi 6= ∅}, Ω′ = I \ Ω. Областью значений функ-

ций является множество классов Фиттинга и множество непустых формаций Фиттинга

соответственно. С помощьюфункций f и ϕ определяется Ωζ-расслоенный класс Фиттинга

F = ΩζR(f, ϕ) = (G : OΩ(G) ∈ f(Ω′) и Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω∩ ζi) для всех Ω∩ ζi ∈ Ωζ(G)) с Ωζ-спут-

ником f и Ωζ-направлением ϕ. В работе приведены примеры Ωζ-расслоенных классов

Фиттинга. Определены два вида Ωζ-расслоенных классов Фиттинга: Ωζ-свободные и

Ωζ-канонические классы Фиттинга. Их направления обозначены ϕ0 и ϕ1 соответственно.

Показано, что каждый непустой неединичный класс Фиттинга является Ωζ-свободным

классом Фиттинга для некоторого непустого класса Ω ⊆ I и любого разбиения ζ. По-

лучен ряд свойств Ωζ-расслоенных классов Фиттинга. В частности, дано определение

внутреннего Ωζ-спутника и показано, что каждый Ωζ-расслоенный класс Фиттинга об-

ладает внутренним Ωζ-спутником. При Ω = I введено понятие ζ-расслоенного класса

Фиттинга. Показаны условия связи между Ωζ-расслоенными и ζ-расслоенными классами

Фиттинга.
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ВВЕДЕНИЕ

В 1963 г. в работе В. Гашюца [1] с помощью специальной функции
f : P → {формации групп} были определены локальные формации, в 1969 г. в
работе Б. Хартли [2] с помощью функции g : P → {классы Фиттинга групп} опре-
делены локальные классы Фиттинга. В 1984 г. Л. А. Шеметков заменил множество
всех простых чисел P на класс всех простых групп I. В результате были построены
композиционные формации [3]. Независимо композиционные формации были вве-
дены Р. Бэром (см. [4]). В 1999 г. Л. А. Шеметков и А. Н. Скиба в работе [5] для
локального случая вместо множества P области определения функций рассмотрели
непустое подмножество ω множества P и одноэлементное подмножество {ω′}, где
ω′ = P\ω. В результате были построены ω-локальные формации и классы Фиттинга,
а также изучены их различные свойства. Построение новых видов формаций и
классов Фиттинга привело к идее рассмотрения не только ранее введенных функций-
спутников, но еще и функций-направлений ϕ. В 2001 г. В. А. Ведерниковым и
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М. М. Сорокиной в работе [6] были определены Ω-расслоенные формации и классы
Фиттинга, где композиционный случай являлся одним из имеющихся «слоев». Кроме
указанных авторов, изучением различных видов Ω-расслоенных формаций и классов
Фиттинга занимались Ю. А. Скачкова, В. Е. Егорова, Е. Н. Демина и др. (см.,
например, [7–10]). В настоящее время появилась новая идея в функциональном под-
ходе. В 2018 г. А. Н. Скиба в работе [11] для локального случая на множестве P

вводит разбиение σ = {σi | i ∈ I}, где P = ∪i∈Iσi и σi ∩ σj = ∅ для всех i 6= j, и
начинает изучение σ-локальных формаций, а также их приложений.

Цель данной работы — используя непустой подкласс Ω класса всех простых
групп I и разбиение ζ класса I, ввести Ωζ-расслоенные классы Фиттинга; на основе
хорошо известных классов групп показать существование Ωζ-расслоенных классов
Фиттинга; выделить их виды, исследовать свойства.

1. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Класс групп F назы-
вается классом Фиттинга, если он замкнут относительно нормальных подгрупп
и произведений нормальных F-подгрупп. Класс групп F называется формацией
Фиттинга, если F является формацией и классом Фиттинга одновременно. Группа
G называется комонолитической, если в G имеется такая нормальная подгруппа M
(комонолит группы G), что G/M — простая группа и N ⊆M для любой собственной
нормальной подгруппы N группы G [5].

Символ I обозначает класс всех простых конечных групп, Ω — непустой подкласс
класса I, Ω′ = I \ Ω, K(G) обозначает класс всех простых групп, изоморфных
композиционным факторам группы G, (G) — класс всех групп, изоморфных груп-
пе G. G — класс всех конечных групп, GΩ и GΩ′ — класс всех Ω- и Ω′-групп
соответственно. Ω-группа — группа G, где K(G) ⊆ Ω [6].

Кроме того, ζ = {ζi | i ∈ I}, где ζi — непустой подкласс класса I, I = ∪i∈Iζi и
ζi ∩ ζj = ∅ для всех i 6= j; ζ(G) = {ζi | ζi ∩K(G) 6= ∅}, Ωζ = {Ω ∩ ζi | Ω ∩ ζi 6= ∅},
Ωζ(G) = {Ω ∩ ζi | Ω ∩ ζi ∩K(G) 6= ∅}, Ωζ(F) = {Ωζ(G) | G ∈ F} для любого класса
групп F.

Все рассматриваемые функции принимают одинаковые значения на изоморфных
группах их области определения. Функцию f : Ωζ ∪ {Ω′} → {классы Фиттинга
групп}, где f(Ω′) 6= ∅, назовем ΩζR-функцией; функцию ϕ : Ωζ ∪ {Ω′} → {непустые
формации Фиттинга} — ΩζFR-функцией; функцию g : ζ → {классы Фиттинга
групп} — ζR-функцией; функцию ψ : ζ → {непустые формации Фиттинга} —
ζFR-функцией. Определим ΩζFR-функцию ϕ0 следующим образом: ϕ0(Ω

′) = GΩ,
ϕ0(Ω ∩ ζi) = G(Ω∩ζi)′ для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ. Определим ζFR-функцию ψ0 следующим
образом: ψ0(ζi) = Gζ′

i
для всех ζi ∈ ζ.

Пусть µ1 и µ2 — произвольные ΩζR-функции (ΩζFR-функции). Будем полагать,
что µ1 6 µ2, если µ1(Ω

′) ⊆ µ2(Ω
′) и µ1(Ω∩ ζi) ⊆ µ2(Ω∩ ζi) для всех Ω∩ ζi ∈ Ωζ. Пусть

ν1 и ν2 — произвольные ζR-функции (ζFR-функции). Будем полагать, что ν1 6 ν2,
если ν1(ζi) ⊆ ν2(ζi) для всех ζi ∈ ζ.

Теорема 1. Пусть f — ΩζR-функция, ϕ — ΩζFR-функция, где ϕ0 6 ϕ, и
F = ΩζR(f, ϕ) = (G : OΩ(G) ∈ f(Ω′) и Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G)).
Тогда F является классом Фиттинга.

Доказательство. 1. Пусть G ∈ F и N ⊳G. Так как NOΩ(G)/OΩ(G) ⊳ G/OΩ(G) ∈
∈ GΩ и GΩ — класс Фиттинга, то NOΩ(G)/OΩ(G) ∼= N/N ∩ OΩ(G) ∈ GΩ. Тогда
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OΩ(N) ⊆ N ∩ OΩ(G), а значит, OΩ(N) ⊆ OΩ(G). Так как по условию OΩ(G) ∈ f(Ω′)
и f(Ω′) — класс Фиттинга, то OΩ(N) ∈ f(Ω′).

Пусть Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(N). Тогда Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G) и по условию Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi).
Так как NGϕ(Ω∩ζi)/Gϕ(Ω∩ζi) ⊳ G/Gϕ(Ω∩ζi) ∈ ϕ(Ω ∩ ζi) и ϕ(Ω∩ ζi) — класс Фиттинга, то
NGϕ(Ω∩ζi)/Gϕ(Ω∩ζi) ∼= N/N ∩Gϕ(Ω∩ζi) ∈ ϕ(Ω ∩ ζi) и N

ϕ(Ω∩ζi) ⊆ N ∩Gϕ(Ω∩ζi). Учитывая,
что f(Ω ∩ ζi) — класс Фиттинга, как и выше, получаем, что Nϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi).
Таким образом, N ∈ F.

2. Пусть G = HK, где H⊳G, K⊳G, H ∈ F, K ∈ F. Тогда по условию OΩ(H) ∈ f(Ω′)
и OΩ(K) ∈ f(Ω′). Так как f(Ω′) — класс Фиттинга, то T = OΩ(H)OΩ(K) ∈ f(Ω′).
Поскольку G = HK, то G/T = HT/T · KT/T . Так как OΩ(H) ⊳ H, то по моду-
лярному тождеству Дедекинда H ∩ T = H ∩ OΩ(H)OΩ(K) = OΩ(H)(H ∩ OΩ(K)).
Тогда HT/T ∼= H/H ∩ T = H/OΩ(H)(H ∩ OΩ(K)). Так как H/OΩ(H) ∈ GΩ и GΩ —
формация, то

H/OΩ(H)(H ∩OΩ(K)) ∼= H/OΩ(H)/OΩ(H)(H ∩OΩ(K))/OΩ(H) ∈ GΩ.

Следовательно, HT/T ∈ GΩ. Аналогично KT/T ∈ GΩ. Так как GΩ — класс
Фиттинга, то G/T = HT/T ·KT/T ∈ GΩ, а значит, O

Ω(G) ⊆ T . Так как T ∈ f(Ω′) и
f(Ω′) — класс Фиттинга, то OΩ(G) ∈ f(Ω′).

Пусть Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G). Тогда Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(H) или Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(K). Из условия
получаем, что Hϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) или Kϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi). Если Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(H) и
Ω∩ζi ∈ Ωζ(K), то, учитывая, что f(Ω∩ζi) — класс Фиттинга и ϕ(Ω∩ζi) — формация
Фиттинга, как и выше, получаем, что Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi).

Пусть, для определенности, Ω∩ ζi ∈ Ωζ(H) и Ω∩ ζi 6∈ Ωζ(K). Тогда K — (Ω∩ ζi)
′-

группа. Так как по условию ϕ0 6 ϕ, то K ∈ G(Ω∩ζi)′ = ϕ0(Ω ∩ ζi) ⊆ ϕ(Ω ∩ ζi).
Поскольку G = HK, то

G/Hϕ(Ω∩ζi) = H/Hϕ(Ω∩ζi) ·KHϕ(Ω∩ζi)/Hϕ(Ω∩ζi).

Кроме того, KHϕ(Ω∩ζi)/Hϕ(Ω∩ζi) ∼= K/K ∩ Hϕ(Ω∩ζi). Так как ϕ(Ω ∩ ζi) — форма-
ция Фиттинга, то K/K ∩ Hϕ(Ω∩ζi) ∈ ϕ(Ω ∩ ζi) и G/Hϕ(Ω∩ζi) ∈ ϕ(Ω ∩ ζi). Тогда
Gϕ(Ω∩ζi) ⊆ Hϕ(Ω∩ζi). Так как Hϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) и f(Ω ∩ ζi) — класс Фиттинга,
то Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi).

Таким образом, G ∈ F.
Из 1 и 2 следует, что F — класс Фиттинга. Теорема доказана. �

Следующая теорема доказывается аналогично.

Теорема 2. Пусть g — ζR-функция, ψ — ζFR-функция, где ψ0 6 ψ, и
F = ζR(g, ψ) = (G : Gψ(ζi) ∈ g(ζi) для всех ζi ∈ ζ(G)). Тогда F является классом
Фиттинга.

Определение 1. Класс Фиттинга F = ΩζR(f, ϕ), где f — ΩζR-функция, ϕ —
ΩζFR-функция, ϕ0 6 ϕ, назовем Ωζ-расслоеннным классом Фиттинга с Ωζ-спут-
ником f и Ωζ-направлением ϕ. Класс Фиттинга F = ζR(g, ψ), где g — ζR-функ-
ция, ψ — ζFR-функция, ψ0 6 ψ, назовем ζ-расслоенным классом Фиттинга с
ζ-спутником g и ζ-направлением ψ.

Лемма 1. Пусть F — класс Фиттинга и Ωζ(F) = ∅. Тогда F = ΩζR(f, ϕ), где
f — ΩζR-функция такая, что f(Ω′) = F, f(Ω ∩ ζi) = ∅ для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ, ϕ —
ΩζFR-функция, ϕ0 6 ϕ.
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Доказательство. Пусть F1 = ΩζR(f, ϕ), где f и ϕ — функции, описанные в
заключении леммы.

1. Покажем, что F ⊆ F1. Пусть G ∈ F. Тогда Ωζ(G) = ∅, а значит, G — Ω′-группа.
Тогда OΩ(G) = G ∈ F = f(Ω′) и из Ω∩ζi ∈ Ωζ(G) = ∅ следует, что Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω∩ζi)
для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G). Таким образом, G ∈ F1 и F ⊆ F1.

2. Покажем, что F1 ⊆ F. Допустим противное, и пусть G — группа минималь-
ного порядка из F1 \ F. Тогда G — комонолитическая с комонолитом M = GF.
Так как G ∈ F1, то OΩ(G) ∈ f(Ω′) = F. Следовательно, OΩ(G) ⊆ GF = M и
G/M ∼= G/OΩ(G)/M/OΩ(G) ∈ GΩ. Пусть Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G/M). Тогда Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G).
Так как G ∈ F1, то G

ϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) = ∅. Противоречие. Таким образом, G ∈ F и
F1 ⊆ F.

Из 1 и 2 следует, что F = F1. Лемма доказана. �

Пример 1. Из леммы 1 следует, что GΩ′ и (1) являются Ωζ-расслоенными
классами Фиттинга для любого непустого класса Ω ⊆ I и любого разбиения ζ.

Пример 2. G = ΩζR(f, ϕ), где f — ΩζR-функция такая, что f(Ω′) = G,
f(Ω ∩ ζi) = G для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ, ϕ — ΩζFR-функция, ϕ0 6 ϕ.

Действительно, пусть F1 = ΩζR(f, ϕ), где f и ϕ — функции, описанные в приме-
ре 2.

1. Покажем, что G ⊆ F1. Пусть G ∈ G. Так как OΩ(G)⊳G, Gϕ(Ω∩ζi)⊳G и G — класс
Фиттинга, то OΩ(G) ∈ G = f(Ω′) и Gϕ(Ω∩ζi) ∈ G = f(Ω ∩ ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G).
Следовательно, G ∈ F1 и G ⊆ F1.

2. Так как рассматриваются только конечные группы, то F1 ⊆ G.
Из 1 и 2 следует, что G = F1.

Пример 3. GΩ = ΩζR(f, ϕ), где f — ΩζR-функция такая, что f(Ω′) = (1),
f(Ω ∩ ζi) = GΩ для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ, ϕ — ΩζFR-функция, ϕ0 6 ϕ.

Действительно, пусть F1 = ΩζR(f, ϕ), где f и ϕ — функции, описанные в
примере 3.

1. Покажем, что GΩ ⊆ F1. Пусть G ∈ GΩ. Тогда O
Ω(G) = 1 ∈ (1) = f(Ω′). Так

как GΩ — класс Фиттинга, то Gϕ(Ω∩ζi) ∈ GΩ = f(Ω ∩ ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G).
Следовательно, G ∈ F1 и GΩ ⊆ F1.

2. Покажем, что F1 ⊆ GΩ. Пусть G ∈ F1. Тогда O
Ω(G) ∈ f(Ω′) = (1), а значит,

G ∈ GΩ и F1 ⊆ GΩ.
Из 1 и 2 следует, что GΩ = F1.

Пример 4. Пусть λ — непустой подкласс класса всех простых групп I. Опреде-
лим в классе I разбиение ζ следующим образом: если Ω ∩ ζi ∩ λ 6= ∅, то Ω ∩ ζi ⊆ λ;
если Ω ∩ ζi ∩ λ = ∅, то Ω ∩ ζi 6⊆ λ. Тогда Gλ = ΩζR(f, ϕ), где f — ΩζR-функция
такая, что f(Ω′) = Gλ, f(Ω ∩ ζi) = Gλ для всех Ω ∩ ζi ⊆ λ, f(Ω ∩ ζi) = ∅ для всех
Ω ∩ ζi 6⊆ λ, ϕ — ΩζFR-функция, ϕ0 6 ϕ.

Действительно, пусть F1 = ΩζR(f, ϕ), где f и ϕ — функции, описанные в приме-
ре 4.

1. Покажем, что Gλ ⊆ F1. Пусть G ∈ Gλ. Так как Gλ — класс Фиттинга, то
OΩ(G) ∈ Gλ = f(Ω′). Пусть Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G). Так как G ∈ Gλ, то K(G) ⊆ λ, а значит,
Ω ∩ ζi ∩ λ 6= ∅ и Ω ∩ ζi ⊆ λ. Тогда Gϕ(Ω∩ζi) ∈ Gλ = f(Ω ∩ ζi). Следовательно, G ∈ F1 и
Gλ ⊆ F1.
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2. Покажем, что F1 ⊆ Gλ. Допустим противное, и пусть G — группа минималь-
ного порядка из F1 \ Gλ. Тогда G — комонолитическая с комонолитом M = GGλ

.
Так как G ∈ F1, то, как и в лемме 1, OΩ(G) ⊆ M и G/M ∈ GΩ. Если для всех
Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G/M) выполняется неравенство Ω ∩ ζi ∩ λ 6= ∅, а значит, Ω ∩ ζi ⊆ λ,
то K(G/M) ⊆ λ и G ∈ Gλ. Противоречие. Пусть существует Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G/M) и
выполняется равенство Ω ∩ ζi ∩ λ = ∅, а значит, Ω ∩ ζi 6⊆ λ. Так как Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G)
и G ∈ F1, то Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) = ∅. Противоречие. Таким образом, G ∈ Gλ и
F1 ⊆ Gλ.

Из 1 и 2 следует, что Gλ = F1.

Пример 5. Из примера 4 следует, что Gζi = ΩζR(f, ϕ), где f — ΩζR-функция
такая, что f(Ω′) = Gζi, f(Ω ∩ ζj) = Gζi для всех j = i, f(Ω ∩ ζj) = ∅ для всех j 6= i,
ϕ — ΩζFR-функция, ϕ0 6 ϕ.

Определение 2. Пусть ϕ = ϕ0. Тогда из определения 1 и теоремы 1 получаем
класс Фиттинга F = ΩζFrR(f) = (G : OΩ(G) ∈ f(Ω′) и O(Ω∩ζi)

′

(G) ∈ f(Ω ∩ ζi)
для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G)), который назовем Ωζ-свободным классом Фиттинга или
ΩζFr-классом Фиттинга c Ωζ-спутником f . Пусть ψ = ψ0. Из определения 1 и
теоремы 2 получаем класс Фиттинга F = ζFrR(g) = (G : Oζ′

i(G) ∈ g(ζi) для
всех ζi ∈ ζ(G)), который назовем ζ-свободным классом Фиттинга или ζFr-классом
Фиттинга c ζ-спутником g.

Теорема 3. Пусть F — непустой неединичный класс Фиттинга и Ωζ = Ωζ(F).
Тогда F является Ωζ-cвободным классом Фиттинга.

Доказательство. Пусть F1 = ΩζFrR(f), где f — ΩζR-функция такая, что
f(Ω′) = F, f(Ω ∩ ζi) = fit(O(Ω∩ζi)

′

(G) | G ∈ F) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ.
1. Покажем, что F ⊆ F1. Пусть H ∈ F. Так как OΩ(H)⊳H и F — класс Фиттинга,

то OΩ(H) ∈ F = f(Ω′). Так как H ∈ F, то O(Ω∩ζi)
′

(H) ∈ fit(O(Ω∩ζi)
′

(G) | G ∈
∈ F) = f(Ω ∩ ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(H). Следовательно, H ∈ F1 и F ⊆ F1.

2. Покажем, что F1 ⊆ F. Допустим противное, и пусть T — группа минималь-
ного порядка из F1 \ F. Тогда T — комонолитическая с комонолитом M = TF.
Так как T ∈ F1, то, как и в лемме 1, OΩ(T ) ⊆ M и T/M ∈ GΩ. Пусть
Ω∩ζi ∈ Ωζ(T/M) ⊆ Ωζ(T ). Так как T ∈ F1, то по определению класса F1 = ΩζFrR(f)
и Ωζ-спутника f получаем, что O(Ω∩ζi)

′

(T ) ∈ f(Ω ∩ ζi) ⊆ F. Тогда O(Ω∩ζi)
′

(T ) ⊆ M и
T/M ∼= T/O(Ω∩ζi)

′

(T )/M/O(Ω∩ζi)
′

(T ) ∈ G(Ω∩ζi)′ . Противоречие. Таким образом, T ∈ F

и F1 ⊆ F.
Из 1 и 2 следует, что F = F1. Теорема доказана. �

Замечание 1. Из теоремы 3 следует, что каждый непустой неединичный класс
Фиттинга является Ωζ-свободным классом Фиттинга для некоторого непустого
класса Ω ⊆ I и любого разбиения ζ.

Лемма 2. Пусть f — ΩζR-функция, ϕ — ΩζFR-функция, где ϕ0 6 ϕ, и
F = ΩζR(f, ϕ). Тогда выполняются следующие утверждения:

1) F = ΩζR(g, ϕ), где g(Ω′) = f(Ω′) ∩ F и g(Ω ∩ ζi) = f(Ω ∩ ζi) ∩ F для всех
Ω ∩ ζi ∈ Ωζ;

2) F = ΩζR(h, ϕ), где h(Ω′) = F и h(Ω ∩ ζi) = f(Ω ∩ ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ;
3) если Ωζ = Ωζ(F), то F = (G : OΩ(G) ∈ f(Ω′) и Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) для всех

Ω ∩ ζi ∈ Ωζ).
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Доказательство. 1. Пусть F1 = ΩζR(g, ϕ), где g — ΩζR-функция, описанная в
пункте 1) леммы.

Так как g 6 f , то, учитывая теорему 1, получаем F1 ⊆ F.
Пусть G ∈ F = ΩζR(f, ϕ). Тогда OΩ(G) ∈ f(Ω′) и Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) для

всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G). Так как OΩ(G) ⊳ G, Gϕ(Ω∩ζi) ⊳ G и F — класс Фиттинга, то
OΩ(G) ∈ f(Ω′)∩F = g(Ω′), Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω∩ ζi)∩F = g(Ω∩ ζi) для всех Ω∩ ζi ∈ Ωζ(G).
Следовательно, G ∈ ΩζR(g, ϕ) = F1 и F ⊆ F1.

Таким образом, F = F1.
2. Пусть F2 = ΩζR(h, ϕ), где h — ΩζR-функция, описанная в пункте 2) леммы.

Покажем, что F = F2.
Пусть G ∈ F = ΩζR(f, ϕ). Так как OΩ(G) ⊳ G и F — класс Фиттинга, то

OΩ(G) ∈ F = h(Ω′). Кроме того, Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω∩ζi) = h(Ω∩ζi) для всех Ω∩ζi ∈ Ωζ(G).
Тогда G ∈ ΩζR(h, ϕ) = F2 и F ⊆ F2.

Предположим, что F ⊂ F2 и пусть H — группа минимального порядка из F2 \ F.
Тогда H — комонолитическая с комонолитом M = HF. Из H ∈ F2, как и в лемме 1,
получаем, что OΩ(H) ⊆ M и H/M ∈ GΩ. Так как H/M ∼= H/OΩ(M)/M/OΩ(M)
и M/OΩ(M) ∈ GΩ, то H/OΩ(M) ∈ GΩ. Тогда OΩ(H) ⊆ OΩ(M). Так как
M ∈ F = ΩζR(f, ϕ), то OΩ(M) ∈ f(Ω′), а значит, OΩ(H) ∈ f(Ω′). Кроме
того, Hϕ(Ω∩ζi) ∈ h(Ω ∩ ζi) = f(Ω ∩ ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(H). Следовательно,
H ∈ ΩζR(f, ϕ) = F. Противоречие. Таким образом, F = F2.

3. Пусть F3 = (G : OΩ(G) ∈ f(Ω′) и Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ)
и G ∈ F = ΩζR(f, ϕ). Если Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G), то Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi). Пусть
Ω ∩ ζi ∈ Ωζ \ Ωζ(G) = Ωζ(F) \ Ωζ(G). Тогда существует такая группа T ∈ F, что
Ω∩ ζi ∈ Ωζ(T ) и Tϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω∩ ζi), а значит, f(Ω∩ ζi) 6= ∅. Так как Ω∩ ζi 6∈ Ωζ(G),
то G ∈ G(Ω∩ζi)′ = ϕ0(Ω ∩ ζi) ⊆ ϕ(Ω ∩ ζi). Тогда G

ϕ(Ω∩ζi) = 1 ∈ f(Ω ∩ ζi).

Таким образом, Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) для Ω ∩ ζi ∈ Ωζ и F ⊆ F3.
Включение F3 ⊆ F очевидно. Таким образом, F = F3. Лемма доказана. �

Определение 3. Ωζ-спутник f класса Фиттинга F = ΩζR(f, ϕ) назовем
внутренним, если f(Ω′) ⊆ F и f(Ω ∩ ζi) ⊆ F для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ.

Замечание 2. Лемма 2 показывает, что каждый Ωζ-расслоенный класс Фиттинга
всегда обладает внутренним Ωζ-спутником.

Теорема 4. Пусть F — Ωζ-расслоенный класс Фиттинга с Ωζ-спутником f
и Ωζ-направлением ϕ, где ϕ0 6 ϕ, Ωζ = Ωζ(F). Тогда F является ζ-расслоенным
классом Фиттинга с ζ-спутником g и ζ-направлением ψ для любого разбиения ζ.

Доказательство. Пусть F = ΩζR(f, ϕ). Рассмотрим ζR-функцию g такую, что
g(ζi) = f(Ω ∩ ζi) для всех ζi ⊆ ∆ = {ζj | Ω ∩ ζj ∈ Ωζ}, g(ζi) = F для всех
ζi ⊆ I \ (∪ζj | ζj ∈ ∆); ζFR-функцию ψ такую, что ψ(ζi) = ϕ(Ω ∩ ζi) для всех
ζi ∈ ∆, ψ(ζi) = GΩ для всех ζi ⊆ I \ (∪ζj | ζj ∈ ∆). Пусть H = ζR(g, ψ).

1. Покажем, что F ⊆ H. Пусть G ∈ F и ζi ∈ ζ(G). Если ζi ∈ ∆ и Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G),
то Gψ(ζi) = Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) = g(ζi). Если ζi ∈ ∆ и Ω ∩ ζi 6∈ Ωζ(G), то
G ∈ G(Ω∩ζi)′ = ϕ0(Ω ∩ ζi) ⊆ ϕ(Ω ∩ ζi). Так как Ωζ = Ωζ(F), то, как и в

лемме 2, f(Ω ∩ ζi) 6= ∅ и Gψ(ζi) = Gϕ(Ω∩ζi) = 1 ∈ f(Ω ∩ ζi) = g(ζi). Далее,
можем считать в силу леммы 2, что f(Ω′) = F. Если ζi ⊆ I \ (∪ζj | ζj ∈ ∆), то
Gψ(ζi) = OΩ(G) ∈ f(Ω′) = F = g(ζi). Тогда G ∈ ζR(g, ϕ) = H. Следовательно, F ⊆ H.

2. Покажем, что H ⊆ F. Пусть T ∈ H и ζi ∈ ζ(T ). Установим, что OΩ(T ) = Tψ(ζi)

для всех ζi ⊆ I \ (∪ζj | ζj ∈ ∆). Действительно, из T/Tψ(ζi) ∈ ψ(ζi) = GΩ следует, что
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OΩ(T ) ⊆ Tψ(ζi). Обратно, так как T/OΩ(T ) ∈ GΩ = ψ(ζi), то T
ψ(ζi) ⊆ OΩ(T ). Тогда

OΩ(T ) = Tψ(ζi) ∈ g(ζi) = F = f(Ω′). Для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(T ) ⊆ Ωζ получаем, что
ζi ∈ ∆. Тогда Tϕ(Ω∩ζi) = Tψ(ζi) ∈ g(ζi) = f(Ω ∩ ζi). Следовательно, G ∈ ΩζR(f, ϕ) = F.

Таким образом, H ⊆ F.
Из 1 и 2 следует, что F = H. Теорема доказана. �

Определение 4. Определим ΩζFR-функцию ϕ1 следующим образом: ϕ1(Ω
′) =

= GΩ, ϕ1(Ω ∩ ζi) = GΩ∩ζiG(Ω∩ζi)′ для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ. Тогда из определения 1
и теоремы 1 получаем класс Фиттинга F = ΩζKR(f) = (G : OΩ(G) ∈ f(Ω′) и
OΩ∩ζi,(Ω∩ζi)

′

(G) ∈ f(Ω∩ζi) для всех Ω∩ζi ∈ Ωζ(G)), который назовем Ωζ-каноническим
классом Фиттинга или ΩζK-классом Фиттинга c Ωζ-спутником f . Определим
ζFR-функцию ψ1 следующим образом: ψ1(ζi) = GζiGζ′

i
для всех ζi ∈ ζ. Из опре-

деления 1 и теоремы 2 получаем класс Фиттинга F = ζKR(f) = (G : Oζi,ζ
′

i(G) ∈ f(ζi)
для всех ζi ∈ ζ(G)), который назовем ζ-каноническим классом Фиттинга или
ζK-классом Фиттинга c ζ-спутником g.

Следствие 1. Если F — Ωζ-свободный класс Фиттинга с Ωζ-спутником f и
Ωζ = Ωζ(F), то F — ζ-свободный класс Фиттинга с ζ-спутником g для любого
разбиения ζ.

Следствие 2. Если F — Ωζ-канонический класс Фиттинга с Ωζ-спутником f и
Ωζ = Ωζ(F), то F — ζ-канонический класс Фиттинга с ζ-спутником g для любого
разбиения ζ.

Определение 5. ζ-направление ψ ζ-расслоенного класса Фиттинга назовем пра-
вильным, если ψ(ζi) ·Gζ′

i
= ψ(ζi) для всех ζi ∈ ζ.

Теорема 5. Пусть F — ζ-расслоенный класс Фиттинга с ζ-спутником g и
правильным ζ-направлением ψ. Тогда F является Ωζ-расслоенным классом Фит-
тинга с Ωζ-спутником f и Ωζ-направлением ϕ для любого непустого класса
Ω ⊆ I и любого разбиения ζ.

Доказательство. Пусть F = ζR(g, ψ). Рассмотрим ΩζR-функцию f такую, что
f(Ω′) = F, f(Ω ∩ ζi) = g(ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ; ΩζFR-функцию ϕ такую, что
ϕ(Ω′) = GΩ, ϕ(Ω ∩ ζi) = ψ(ζi) для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ. Пусть H = ΩζR(f, ϕ).

1. Покажем, что F ⊆ H. Пусть G ∈ F. Так как OΩ(G) ⊳ G и F — класс Фиттинга,
то OΩ(G) ∈ F = f(Ω′). Для всех Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G) ⊆ Ωζ получаем ζi ∈ ζ(G). Так как
G ∈ F = ζR(g, ψ), то Gϕ(Ω∩ζi) = Gψ(ζi) ∈ g(ζi) = f(Ω ∩ ζi). Следовательно, G ∈ H и
F ⊆ H.

2. Покажем, что H ⊆ F. Допустим противное, и пусть T — группа минималь-
ного порядка из H \ F. Тогда T — комонолитическая с комонолитом M = TF.
Так как T ∈ H = ΩζR(f, ϕ), то OΩ(T ) ∈ f(Ω′) = F, а значит, OΩ(T ) ⊆ M
и T/M ∼= T/OΩ(T )/M/OΩ(T ) ∈ GΩ. Тогда для всех ζi ∈ ζ(T/M) получаем
Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(T/M) ⊆ Ωζ(T ) ⊆ Ωζ. Так как T ∈ H = ΩζR(f, ϕ), то
Tψ(ζi) = Tϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) = g(ζi). Пусть ζi ∈ ζ(T ) \ ζ(T/M). Тогда T/M ∈ Gζ′

i
. Так

как T/M ∼= T/Mψ(ζi)/M/Mψ(ζi), то T/Mψ(ζi) ∈ ψ(ζi) ·Gζ′
i
. По условию ψ — правильное

ζ-направление, а значит, ψ(ζi) ·Gζ′
i
= ψ(ζi). Тогда T/M

ψ(ζi) ∈ ψ(ζi) и T
ψ(ζi) ⊆ Mψ(ζi).

Из M ∈ F = ζR(g, ψ) получаем, что Mψ(ζi) ∈ g(ζi), а значит, Tψ(ζi) ∈ g(ζi). Таким
образом, Tψ(ζi) ∈ g(ζi) для всех ζi ∈ ζ(T ). Тогда по определению T ∈ F = ζR(g, ψ).
Противоречие. Следовательно, H ⊆ F.

Из 1 и 2 следует, что F = H. Теорема доказана. �
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Замечание 3. В теоремах 4 и 5 показана связь между Ωζ-расслоенными и ζ-рас-
слоенными классами Фиттинга.

Следствие 3. Если F — ζ-свободный класс Фиттинга с ζ-спутником g, то F —
Ωζ-свободный класс Фиттинга с Ωζ-спутником f для любого непустого класса
Ω ⊆ I и любого разбиения ζ.

Следствие 4. Если F — ζ-канонический класс Фиттинга с ζ-спутником g, то
F — Ωζ-канонический класс Фиттинга с Ωζ-спутником f для любого непустого
класса Ω ⊆ I и любого разбиения ζ.

2. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В случае, когда ζ = {(A), (B), . . . }, где (A), (B), . . . — простые группы, A 6∼= B,
Ωζ-расслоенные классы Фиттинга становятся Ω-расслоенными классами Фиттинга в
определениях работы [6].

При дальнейшем исследовании введенных в данной статье классов Фиттинга
представляет интерес изучение их минимальных и максимальных спутников, произ-
ведений, решеток и т. д.
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All groups under consideration are assumed to be finite. For a nonempty subclass of Ω of the

class of all simple groups I and the partition ζ = {ζi | i ∈ I}, where ζi is a nonempty subclass

of the class I, I = ∪i∈Iζi and ζi ∩ ζj = ∅ for all i 6= j, ΩζR-function f and ΩζFR-function ϕ are

introduced. The domain of these functions is the set Ωζ ∪ {Ω′}, where Ωζ = {Ω∩ ζi | Ω∩ ζi 6= ∅},

Ω′ = I\Ω. The scope of these function values is the set of Fitting classes and the set of nonempty

Fitting formations, respectively. The functions f and ϕ are used to determine the Ωζ-foliated Fitting

class F = ΩζR(f, ϕ) = (G : OΩ(G) ∈ f(Ω′) and Gϕ(Ω∩ζi) ∈ f(Ω ∩ ζi) for all Ω ∩ ζi ∈ Ωζ(G)) with

Ωζ-satellite f and Ωζ-direction ϕ. The paper gives examples of Ωζ-foliated Fitting classes. Two

types of Ωζ-foliated Fitting classes are defined: Ωζ-free and Ωζ-canonical Fitting classes. Their

directions are indicated by ϕ0 and ϕ1 respectively. It is shown that each non-empty non-identity

Fitting class is a Ωζ-free Fitting class for some non-empty class Ω ⊆ I and any partition ζ. A series

of properties of Ωζ-foliated Fitting classes is obtained. In particular, the definition of internal Ωζ-sa-

tellite is given and it is shown that every Ωζ-foliated Fitting class has an internal Ωζ-satellite. For

Ω = I, the concept of a ζ-foliated Fitting class is introduced. The connection conditions between

Ωζ-foliated and ζ-foliated Fitting classes are shown.

Keywords: finite group, Fitting class, Ωζ-foliated, Ωζ-satellite, Ωζ-direction.
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