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В данной работе рассматривается ресурсная система с неограниченным числом при-

боров, предоставляемых ресурсов и параллельным обслуживанием заявок, поступаю-

щих в систему согласно MMPP-потоку. С помощью комбинации методов многомерного

динамического просеивания и асимптотического анализа доказывается, что совместное

асимптотическое распределение вероятностей суммарных объемов занятого ресурса

каждого типа сходится к двумерному гауссовскому распределению в условиях растущей

интенсивности входящего потока и предельно частых изменениях состояний цепи Марко-

ва. Находятся параметры асимптотического (гауссовского) распределения вероятностей

суммарных объемов занятого ресурса на блоках системы. Проводится численный анализ

точности аппроксимации и определяется область применимости асимптотических резуль-

татов.

Ключевые слова: ресурсные системы массового обслуживания, метод динамического

просеивания, асимптотический анализ, гауссовская аппроксимация.

Поступила в редакцию: 07.06.2019 / Принята: 30.12.2019 / Опубликована: 31.08.2020

Статья опубликована на условиях лицензии CreativeCommonsAttribution License (CC-BY4.0)

DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2020-20-3-400-410

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время ввиду широкой востребованности мобильных и телекоммуни-
кационных сетей значительную роль играет исследование моделей массового обслу-
живания [1, 2]. Эти математические модели используются для анализа показателей
и улучшения эффективности систем. Однако для более правдоподобного описания
трафика в сетях рекомендуется использовать марковские или рекуррентные потоки
событий.

Помимо этого, ввиду неоднородности услуг (телефонные звонки, смс-сообщения,
интернет-трафик) необходимо учитывать объем обрабатываемой информации во
избежание потери или искажения данных из-за нехватки ресурсов [3, 4]. В связи с
этим на сегодняшний день актуальной является разработка новых ресурсных моде-
лей, сформулированных в терминах систем массового обслуживания (СМО), которые
бы позволили оценить объемы занятого ресурса. Системы с неограниченным числом
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приборов используют для аппроксимации многолинейных систем при условии ма-
лой вероятности отказа в обслуживании [5]. Кроме того, модели с неограниченным
числом приборов позволяют оценить возможную загрузку в системе и применять
меры по предотвращению перегрузки систем с ограниченным числом приборов и
минимизации потерь, вызванных нехваткой свободного канала и/или ресурса.

Отметим, что адекватной математической моделью реальных потоков являются
дважды стохастические MAP-потоки (Markovian Arrival Process) и его частные
случаи, в том числе MMPP (Markov Modulated Poisson Process), предложенные
D. M. Lucantoni и M. F. Neuts в 1991 г. [6,7]. В данной работе с помощью методов
многомерного динамического просеивания и асимптотического анализа исследуют-
ся случайные процессы суммарных объемов занятого ресурса в СМО с входящим
MMPP-потоком заявок и их параллельным обслуживанием.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему массового обслуживания, состоящую из двух блоков, каж-
дый из которых имеет неограниченное число приборов; на вход поступает MMPP-
поток требований, управляемый цепью Маркова k(t), заданной матрицами инфини-
тезимальных характеристик Q и условных интенсивностей Λ (рис. 1).

Рис. 1. Ресурсная СМО с входя-
щим MMPP-потоком и параллель-

ным обслуживанием

Fig. 1. Resource QS with MMPP
arrivals and parallel service

Заявка, пришедшая в СМО, попадает в каж-
дый блок и мгновенно занимает любой сво-
бодный прибор, где обслуживается в течение
случайного времени. Функция распределения
вероятностей времени обслуживания на первом
блоке — B1(τ) = P{ξ1 < τ}, на втором —
B2(τ) = P{ξ2 < τ}. Функции распределения
вероятностей для случайного объема ресурсов
на первом и втором блоках — G1(y) = P{ν1 < y}
и G2(y) = P{ν2 < y} соответственно. После
завершения обслуживания требование покидает
систему, освобождая прибор и все занимаемые
ресурсы. Количество занимаемого ресурса и
время обслуживания не зависят друг от друга.
Обозначим через V1(t) и V2(t) суммарный объем
занятого ресурса на первом и втором блоках в
момент времени t соответственно. Ставится за-
дача исследования случайного двумерного процесса {V1(t), V2(t)}. Важно отметить,
что данный процесс не является Марковским, для его дальнейшего исследования
марковизируем процесс, используя метод динамического просеивания.

На рис. 2 изображены три оси времени. Ось под номером 0 отображает моменты
наступления событий входящего потока. Зададим функции, определяющие динами-
ческую вероятность просеивания на оси 1 и 2. Вероятность просеивания на i-ю ось
равна вероятности того, что заявка, попавшая в i-й блок в момент времени t, не за-
кончила обслуживание к моменту времени T (i = 1, 2). Зафиксируем произвольный
момент времени t < T . Функция S1(t) = 1−B1(T − t) — вероятность просеивания на
ось 1, S2(t) = 1−B2(T − t) — на ось 2, S1(t) ·S2(t) = (1−B1(T − t)) · (1−B2(T − t)) —
на оси 1 и 2 одновременно. Обозначим W1(t) и W2(t) как суммарный объем занятого
ресурса в СМО после просеивания.
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Рис. 2. Просеивание заявок входящего потока событий
Fig. 2. Screening of arrival customers

Для исследуемого процесса {V1(t), V2(t)} справедливо в момент времени T :

P{V1(T ) < z1, V2(T ) < z2} = P{W1(T ) < z1,W2(T ) < z2}, z1, z2 > 0. (1)

Для дальнейшего исследования процесса {V1(t), V2(t)} будем использовать процесс
{W1(t),W2(t)}.

2. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ КОЛМОГОРОВА

Рассмотрим случайный процесс {k(t),W1(t),W2(t)}, где k(t) — состояние цепи
Маркова, управляющей входящим MMPP-потоком. Данный процесс является Мар-
ковским для функции распределения вероятностей

P{k(t) = k, W1(t) < w1, W2(t) < w2} = P (k, w1, w2), k = 1, K, w1, w2 > 0.

Используя ∆t-метод, составим систему дифференциальных уравнений Колмого-
рова:

∂P (k, w1, w2, t)

∂t
= λkS1(t)





w1
∫

0

P (k, w1 − y, w2, t)dG1(y)− P (k, w1, w2, t)



+

+λkS2(t)





w2
∫

0

P (k, w1, w2 − y, t)dG2(y)− P (k, w1, w2, t)



+

+λkS1(t)S2(t)





w2
∫

0

w1
∫

0

P (k, w1 − y1, w2 − y2, t)dG1(y1)dG2(y2) + P (k, w1, w2, t)−

−

w1
∫

0

P (k, w1−y, w2, t)dG1(y)−

w2
∫

0

P (k, w1, w2−y, t)dG2(y)



+
∑

ν 6=k

P (ν, w1, w2, t)qνk (2)

с начальным условием

P (k, w1, w2, t0) =

{

r(k), w1 = w2 = 0,

0, иначе,
(3)

где r(k) — стационарное распределение вероятностей состояний цепи Маркова k(t).
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Введем характеристические функции вида:

h(k, w1, w2, t) =

∞
∫

0

eju1w1

∞
∫

0

eju2w2P (k, dw1, dw2, t),

где j — мнимая единица.
Перепишем (2)–(3) для характеристических функций

∂h(k, u1, u2, t)

∂t
= λkh(k, u1, u2, t) [S1(t)(G

∗
1(u1)− 1) + S2(t)(G

∗
2(u2)− 1)+

+S1(t)S2(t)(G
∗
1(u1)− 1)(G∗

2(u2)− 1)] +
∑

ν 6=k

h(ν, u1, u2, t)qνk

с начальным условием
h(k, u1, u2, t0) = r(k),

где

G∗
i (ui) =

∞
∫

0

ejuiydGi(y).

Запишем систему дифференциальных уравнений в матричном виде:

∂h(u1, u2, t)

∂t
= h(u1, u2, t) [Λ [S1(t)(G

∗
1(u1)− 1) + S2(t)(G

∗
2(u2)− 1)+

+S1(t)S2(t)(G
∗
1(u1)− 1)(G∗

2(u2)− 1)] +Q]
(4)

с начальным условием
h(u1, u2, t0) = r, (5)

где
h(u1, u2, t) = [h(1, u1, u2, t), . . . , h(K, u1, u2, t)] , r = [r(1), . . . , r(K)] ,

r — вектор-строка стационарного распределения вероятностей состояний цепи Мар-
кова k(t), удовлетворяющая системе матричных линейных уравнений:

{

rQ = 0,

re = 1,
(6)

e — единичный вектор-столбец.

3. МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

Для решения задачи (4)–(5) воспользуемся методом асимптотического анализа в
условиях растущей интенсивности входящего потока и предельно частых изменений
состояний цепи Маркова. Обозначим Λ = NΛ и Q = NQ, где N — некоторый
параметр. Перепишем уравнение (4)–(5), используя введенные обозначения:

1

N

∂h(u1, u2, t)

∂t
= h(u1, u2, t)

[

Λ [S1(t)(G
∗
1(u1)− 1) + S2(t)(G

∗
2(u2)− 1)+

+S1(t)S2(t)(G
∗
1(u1)− 1)(G∗

2(u2)− 1)] +Q
]

(7)

с начальным условием (5).
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Теорема. Совместное асимптотическое распределение вероятностей двумер-
ного процесса суммарных объемов занятого ресурса на блоках СМО с парал-
лельным обслуживанием в условиях растущей интенсивности входящего потока
и предельно частых изменений состояний управляющей MMPP-потоком цепи
Маркова является двумерным гауссовским распределением вероятностей с век-
тором математических ожиданий

a =
[

Nλa
(1)
1 b1 Nλa

(2)
1 b2

]

и матрицей ковариаций

K =





Nλa
(1)
2 b1 +Nκ

(

a
(1)
1

)2

β1 N(λ+ κ)a
(1)
1 a

(2)
1 β12

N(λ+ κ)a
(1)
1 a

(2)
1 β12 Nλa

(2)
2 b2 +Nκ

(

a
(2)
1

)2

β2



 .

Доказательство. Выполним в уравнении (7) следующие замены:

ε =
1

N
, u1 = εx1, u2 = εx2, h(u1, u2, t) = f1(x1, x2, t, ε), (8)

получим:

ε
∂f1(x1, x2, t, ε)

∂t
= f1(x1, x2, t, ε)

[

Λ [S1(t)(G
∗
1(εx1)− 1) + S2(t)(G

∗
2(εx2)− 1)+

+S1(t)S2(t)(G
∗
1(εx1)− 1)(G∗

2(εx2)− 1)] +Q
]

(9)

с начальным условием
f1(x1, x2, t0, ε) = r. (10)

Найдем асимптотическое решение задачи (9)–(10) при ε → 0.
Этап 1. Выполним в (9) предельный переход при ε → 0, получим

f1(x1, x2, t)Q = 0.

Сравним это уравнение с первым из системы (6), его решение можно записать в
виде

f1(x1, x2, t) = rΦ1(x1, x2, t), (11)

где Φ1(x1, x2, t) — скалярная функция, удовлетворяющая начальному условию
Φ1(x1, x2, t0) = 1.

Этап 2. Умножим (9) на вектор e, после чего подставим выражение (11), учиты-
вая разложение экспоненты в ряд Тейлора до второго слагаемого включительно
ejεx = 1 + jεx + O(ε2), разделим на ε и перейдем к пределу при ε → 0. Учитывая
начальное условие для функции Φ1(x1, x2, t), получим дифференциальное уравнение

∂Φ1(x1, x2, t)

∂t
= Φ1(x1, x2, t)

[

jx1a
(1)
1 S1(t) + jx2a

(2)
1 S2(t)

]

,

решение которого имеет вид

Φ1(x1, x2, t) = exp







jx1λa
(1)
1

t
∫

t0

S1(τ)dτ + jx2λa
(2)
1

t
∫

t0

S2(τ)dτ







.
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Выполнив обратные замены (8), запишем асимптотическое приближенное равенство

h(u1, u2, t) = r exp







ju1Nλa
(1)
1

t
∫

t0

S1(τ)dτ + ju2Nλa
(2)
1

t
∫

t0

S2(τ)dτ







.

Перейдем к построению гауссовской аппроксимации суммарных объемов занятого
ресурса на блоках системы. Представим функцию h(u1, u2, t) как

h(u1, u2, t) = h2(u1, u2, t) exp







ju1Nλa
(1)
1

t
∫

t0

S1(τ)dτ + ju2Nλa
(2)
1

t
∫

t0

S2(τ)dτ







. (12)

Проведем следующие замены:

ε2 =
1

N
, u1 = εx1, u2 = εx2, h2(u1, u2, t) = f2(x1, x2, t, ε), (13)

а также, учитывая (12), запишем

ε2
∂f2(x1, x2, t, ε)

∂t
+ f2(x1, x2, t, ε)

[

jεx1λa
(1)
1 S1(t) + jεx2λa

(2)
1 S2(t)

]

=

= f2(x1, x2, t, ε)
[

Λ [S1(t)(G
∗
1(εx1)− 1) + S2(t)(G

∗
2(εx2)− 1)+

+S1(t)S2(t)(G
∗
1(εx1)− 1)(G∗

2(εx2)− 1)] +Q
]

(14)

с начальным условием

f2(x1, x2, t0, ε) = r (15)

Найдем асимптотическое решение задачи (14)–(15) при ε → 0.
Этап 1. Выполним предельный переход в (14) при ε → 0, получим

f2(x1, x2, t)Q = 0,

с учетом (6) решение можно записать в виде

f2(x1, x2, t) = rΦ2(x1, x2, t), (16)

где Φ2(x1, x2, t) — скалярная функция, удовлетворяющая начальному условию
Φ2(x1, x2, t0) = 1.

Этап 2. Представим функцию f2(x1, x2, t) в виде разложения:

f2(x1, x2, t) = Φ2(x1, x2, t)
[

r+ g(jεx1λa
(1)
1 S1(t) + jεx2λa

(2)
1 S2(t))

]

+O(ε2), (17)

где g — некоторая вектор-строка, удовлетворяющая системе уравнений

{

gQ = r(λI−Λ),

ge = const,

где I — диагональная единичная матрица.
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Этап 3. Умножим обе части уравнения (14) на единичный вектор e. Используем
разложения (17) и экспоненты в ряд Тейлора до третьего слагаемого включительно

ejεx = 1 + jεx+
(jεx)2

2
+O(ε3). Получим дифференциальное уравнение

∂Φ2(x1, x2, t)

∂t
= Φ2(x1, x2, t)

[

(jx1)
2

2

(

λa
(1)
2 S1(t) + κ

(

a
(1)
1

)2

S2
1(t)

)

+

+
(jx2)

2

2

(

λa
(2)
2 S2(t) + κ

(

a
(2)
1

)2

S2
2(t)

)

+ jx1jx2(λ+ κ)a
(1)
1 a

(2)
1 S1(t)S2(t)

]

.

Решение уравнения с учетом начальных условий имеет вид

Φ2(x1, x2, t) = exp







(jx1)
2

2



λa
(1)
2

t
∫

t0

S1(τ)dτ + κ
(

a
(1)
1

)2
t

∫

t0

S2
1(τ)dτ



+

+
(jx2)

2

2



λa
(2)
2

t
∫

t0

S2(τ)dτ + κ
(

a
(2)
1

)2
t

∫

t0

S2
2(τ)dτ



+

+ jx1jx2(λ+ κ)a
(1)
1 a

(2)
1

t
∫

t0

S1(τ)S2(τ)dτ







.

Подставим полученное равенство в (16), проведем обратные замены (12) и (13),
получим приближенное асимптотическое равенство

h(u1, u2, t) ≈ r exp







ju1Nλa
(1)
1

t
∫

t0

S1(τ)dτ + ju2Nλa
(2)
1

t
∫

t0

S2(τ)dτ+

+
(ju1)

2

2



Nλa
(1)
2

t
∫

t0

S1(τ)dτ +Nκ
(

a
(1)
1

)2
t

∫

t0

S2
1(τ)dτ



+

+
(ju2)

2

2



Nλa
(2)
2

t
∫

t0

S2(τ)dτ +Nκ
(

a
(2)
1

)2
t

∫

t0

S2
2(τ)dτ



+

+ju1ju2N(λ+ κ)a
(1)
1 a

(2)
1

t
∫

t0

S1(τ)S2(τ)dτ







.

Полагая t = T , t0 → −∞, учитывая (1), сделаем вывод о том, что асимптотичес-
кая характеристическая функция случайного процесса {V1(t), V2(t)} в стационарном
режиме имеет вид гауссовской характеристической функции

h(u1, u2) ≈ exp
{

ju1Nλa
(1)
1 b1 + ju2Nλa

(2)
1 b2 + ju1ju2N(λ+ κ)a

(1)
1 a

(2)
1 β12 +

+
(ju1)

2

2

(

Nλa
(1)
2 b1 +Nκ

(

a
(1)
1

)2

β1

)

+
(ju2)

2

2

(

Nλa
(2)
2 b2 +Nκ

(

a
(2)
1

)2

β2

)}

,

где

bi =

∞
∫

0

(1− Bi(τ))dτ, βi =

∞
∫

0

(1− Bi(τ))
2dτ, β12 =

∞
∫

0

(1− B1(τ))(1− B2(τ))dτ,

откуда следует формулировка теоремы. �
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4. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Эмпирическое распределение вероятностей построим на основе имитационной мо-

дели [8]. В существующей программе учтем возможность «копирования» каждого

поступающего требования на второй блок. Исходные данные для рассматриваемой

ресурсной системы с параллельным обслуживанием зададим следующим образом.

1. Входящий MMPP-поток определяется матрицами:

Λ = N ·







0, 5 0 0

0 1 0

0 0 1, 5






, Q = N ·







−0, 8 0, 4 0, 4

0, 3 −0, 6 0, 3

0, 4 0, 4 −0, 8






.

Таким образом, получим интенсивность потока λ = N .

2. Время обслуживания имеет гамма-распределение вероятностей с параметрами

α1 = β1 = 0, 5 и α2 = β2 = 1, 5 для первого и второго блоков соответственно,

тогда среднее время обслуживания b1 = 1 и b2 = 1.
3. Количество ресурса, необходимого для обслуживания одной заявки, имеет рав-

номерное распределение вероятностей на интервале [1, 2] на первом блоке и на

[0, 1] на втором.

Была проведена серия имитационных экспериментов с увеличением значений N .

В таблице приведены значения расстояний Колмогорова между функциями распре-

деления вероятностей суммарного объема занятого ресурса на первом и втором бло-

ках системы — ∆1 и ∆2 соответственно, а также между функциями распределения

двумерных распределений вероятностей суммарных объемов на обоих блоках ∆12

для различных значений параметра N .

Расстояния Колмогорова между асимптотической и эмпирической функциями

распределения вероятностей

Kolmogorov distances between the asymptotic and empirical distributions

N 1 3 5 7 10 20 50 100

∆1 0.373 0.111 0.061 0.041 0.028 0.018 0.011 0.008

∆2 0.000 0.101 0.053 0.036 0.025 0.016 0.010 0.007

∆12 0.369 0.110 0.059 0.040 0.028 0.018 0.011 0.008

На рис. 3 и 4 изображены графики распределения вероятностей суммарного

объема занятого ресурса на первом и втором блоках системы соответственно.

Из таблицы можем сделать вывод о том, что точность аппроксимации возрастает

при увеличении асимптотического параметра N (при увеличении интенсивности вхо-

дящего потока), а данные рис. 3 и 4 демонстрируют это.

Определив область применимости аппроксимации в тех случаях, когда расстоя-

ние Колмогорова ∆ < 0.05, т. е. когда интенсивность входящего потока в 7 и более

раз выше интенсивности обслуживания, зная числовые характеристики распреде-

лений, нетрудно оценить ограничение на размер буфера на блоках, например, по

правилу «трех сигм».
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Рис. 3. Распределение (пунктирная линия — эмпирическое, сплошная линия — асимп-
тотическое) вероятностей суммарного объема занятого ресурса на первом блоке системы:

а ) N = 10; б) N = 100

Fig. 3. Probability distribution (dashed line — empirical, solid line — asymptotic) of the total
resource amount on the first system block: a) N = 10; b) N = 100
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Рис. 4. Распределение (пунктирная линия — эмпирическое, сплошная линия — асимп-
тотическое) вероятностей суммарного объема занятого ресурса на втором блоке системы:

а ) N = 10; б) N = 100

Fig. 4. Probability distribution (dashed line — empirical, solid line — asymptotic) of the total
resource amount on the second system block: a) N = 10; b) N = 100

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе найдены основные вероятностные характеристики ресурсной
системы параллельного обслуживания с входящим MMPP-потоком заявок. Ис-
пользуя комбинацию методов динамического просеивания и асимптотического ана-
лиза, было показано, что совместное асимптотическое распределение вероятностей
суммарных объемов занятого ресурса каждого типа сходится к двумерному
гауссовскому распределению в условиях растущей интенсивности входящего потока
и предельно частых изменений состояний цепи Маркова. Представлен численный
анализ точности аппроксимации.
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In this paper, we consider a resource system with an unlimited resources and servers number, with

parallel customers servicing, arriving at the system according to the MMPP. Using a combination

of multidimensional dynamic screening methods and asymptotic analysis, it is proved that the joint

asymptotic probability distribution of the total resource amounts converges to a bi-dimensional

Gaussian distribution under conditions of increasing intensity of MMPP. The parameters of the

asymptotic probability distribution are found. A numerical analysis of the approximation accuracy

is carried out.
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