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Работа посвящена исследованию решения одного класса слабо сингулярных поверх-

ностных интегральных уравнений второго рода. Сначала дается разбиение поверхности

Ляпунова на «регулярные» элементарные части, а затем в опорных точках строится

кубатурная формула для одного класса слабо сингулярных поверхностных интегралов.

Используя построенную кубатурную формулу, рассматриваемое интегральное уравнение

заменяется системой алгебраических уравнений. В результате при дополнительно на-

лагаемых условиях на ядро интеграла доказывается, что рассматриваемое интеграль-

ное уравнение и полученная система алгебраических уравнений имеют единственные ре-

шения, причем решение системы алгебраических уравнений сходится к значению реше-

ния интегрального уравнения в опорных точках. Кроме того, используя эти результаты,

дано обоснование метода коллокации для различных интегральных уравнений внешней

краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Известно, что многочисленные теоретические и прикладные задачи математики,
физики и механики (например, внешние краевые задачи Дирихле и Неймана
для уравнения Гельмгольца и др.) приводят к различным классам интегральных
уравнений (ИУ) второго рода. Отметим, что основное преимущество применения
метода граничных интегральных уравнений к исследованию внешних краевых задач
заключается в том, что подобный подход позволяет свести задачу, поставленную для
неограниченной области, к задаче для ограниченной области меньшей размерности.

Поскольку ИУ точно решаются лишь в очень редких случаях, первостепенное
значение как для теории, так и в особенности для ее приложений приобретает
разработка приближенных методов решения ИУ с соответствующим теоретичес-
ким обоснованием. Отметим, что приближенное решение для некоторых классов
слабо сингулярных интегральных уравнений исследовано в работах [1–6], а для
некоторых классов сингулярных и гиперсингулярных интегральных уравнений — в
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работах [7–11]. Мы же в настоящей работе рассмотрим следующее более общее ИУ,
к которому может быть приведен целый ряд пространственных краевых задач:

ρ+ Aρ = f, (1)

где

(Aρ)(x) =

∫

S

K(x, y)

|x− y|nρ(y)dSy, x ∈ S, (2)

S ⊂ R3 — поверхность Ляпунова, n — натуральное число, K(x, y) — непрерывная
функция на S × S и существует число λ ∈ (0, 2) такое, что

|K(x, y)| 6M |x− y|n−λ, ∀ x, y ∈ S, (3)

f(x) — непрерывная функция на поверхности S, а ρ(x) — искомая непрерывная
функция на S. Здесь и далее через M обозначены положительные постоянные,
разные в различных неравенствах.

Настоящая работа посвящена обоснованию метода коллокации для ИУ (1) .

2. КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
СЛАБО СИНГУЛЯРНЫХ ПОВЕРХНОСТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

Разобьем S на элементарные части S =
N
⋃

l=1

Sl.

1. Для каждого l ∈ {1, 2, . . . , N} элементарная часть Sl замкнута и множест-

во
0

Sl еe внутренних относительно S точек не пусто, причем mes
0

Sl = mesSl и
0

Sl

⋂

0

Sj = Ø при j ∈ {1, 2, . . . , N}, j 6= l, где через mesSl обозначена площадь
элементарной части Sl.

2. Для каждого l ∈ {1, 2, . . . , N} элементарная часть Sl представляет собой
связной кусок поверхности S с непрерывной границей.

3. Для каждого l ∈ {1, 2, . . . , N} существует так называемая опорная точка xl ∈ Sl

такая, что:
3.1. rl(N) ∼ Rl(N) (rl(N) ∼ Rl(N) → C1 6 rl(N)/Rl(N) 6 C2, C1 и C2 —

положительные постоянные, не зависящие от N), где rl(N) = min
x∈∂Sl

|x− xl|
и Rl(N) = max

x∈∂Sl

|x− xl|;
3.2. Rl(N) 6 d/2, где d — радиус стандартной сферы [12, с. 400];
3.3. Для всех j ∈ {1, 2, . . . , N} выполняется rj(N) ∼ rl(N).

Очевидно, что r(N) ∼ R(N) и lim
N→∞

R(N) = 0, где R(N) = max
l=1,N

Rl(N),

r(N) = min
l=1,N

rl(N).

Пример 1. Проведем разбиение единичной сферы T на элементарные части. Пе-
рейдем к сферической системе координат. Тогда для любой точки Q(y1, y2, y3) ∈ T











y1 = sin u cos v,

y2 = sin u sin v,

y3 = cosu.

.
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Здесь u ∈ [0, π] есть угол, образoванный вектором
→
OQ с осью y3, а v ∈ [0, 2π]

есть двугранный угол, образованный плоскостью, проходящей через полярную ось
y3 и точку Q, с плоскостью y2 = 0. Проведем на сфере T параллель u = π

2
. Тог-

да T = T1 ∪ T2 ∪ T3, где T1 = {Q ∈ T : 0 6 u < π/2} — верхняя полусфера,
T2 = {Q ∈ T : u = π/2} — экватор, а T3 = {Q ∈ T : π/2 < u 6 π} — нижняя
полусфера. T1 равномерно покроем семейством параллелей ui =

πi
2ℓ

, i = 1, ℓ− 1, где
ℓ > 2 и ℓ-я параллель совпадает с экватором. Каждую i-ю параллель, начиная от
точки пересечения с плоскостью y2 = 0 (y1 > 0), разделим на 4mi(mi = 2[log2 i] ([·] —

целая часть) равных частей v
(i)
j = πj

2mi
, j = 0, 4mi − 1, i = 1, ℓ− 1. Из каждой точки

деления проведем часть меридиана вплоть до экватора T2. Нижняя полусфера T3,
ввиду симметричности T относительно плоскости y3 = 0, разобьется следующим
образом:

{

u2ℓ−i = π − ui, i = 1, ℓ− 1,

v
(2ℓ−i)
j = v

(i)
j , j = 0, 4mi − 1.

Точки пересечения параллелей с меридианами назовем узлами и обозначим их через

Qk,l (k = 1, 2ℓ− 1, l = 0, 4mk − 1). Пусть ̂Qk1,lQk2,l ( ̂Qk,l1Qk,l2) есть дуга по мери-
диану (параллели), соединяющая узлы Qk1,l (Qk,l1) и Qk2,l (Qk,l2) и содержащая их.
Построенная географическая сеть разбивает Tk (k = 1, 3) следующим образом:

T1 = T0,ℓ

⋃

(

ℓ−1
⋃

i=1

(

4mi−1
⋃

j=0

Tij

))

, T2 =

4mℓ−1
⋃

j=0

(

̂Qℓ,jQℓ,j+1\{Qℓ,j+1}
)

,

T3 = T2ℓ,ℓ

⋃

(

ℓ−1
⋃

i=1

(

4mi−1
⋃

j=0

T2ℓ−i,j

))

,

где

T0,ℓ =
{

Q ∈ T1 : 0 6 u 6
π

2ℓ
, 0 6 v 6 2π

}

,

T2ℓ,ℓ =
{

Q ∈ T3 : π − π

2ℓ
6 u 6 π, 0 6 v 6 2π

}

,

Tij = {Q ∈ T1 : ui 6 u < ui+1, v
(i)
j 6 v < v

(i)
j+1},

T2ℓ−i,j = {Q ∈ T3 : π − ui+1 < u 6 π − ui, v
(i)
j 6 v < v

(i)
j+1}.

Элементы T2 включим в Tℓ−1,j и Tℓ+1,j по следующему закону: если j — нечетное,

то ̂Qℓ,jQℓ,j+1\{Qℓ,j+1} присоединим к Tℓ−1,j, а если j — четное, то к Tℓ+1,j. В ре-
зультате каждая точка сферы принадлежит одному из элементарных множеств T0,ℓ,
Ti,j, T2ℓ−i,j и T2ℓ,ℓ. При этом координаты опорных точек P0,ℓ ∈ T0,ℓ, Pi,j ∈ Ti,j,
P2ℓ−i,j ∈ T2ℓ−i,j и P2ℓ,ℓ ∈ T2ℓ,ℓ находятся по следующим формулам:

для верхней полусферы —
{

ū0 = 0, 0 6 v̄0 6 2π,

ūi =
1
2
(ui + ui+1), v̄

(i)
j = 1

2
(v

(i)
j + v

(i)
j+1);

для нижней полусферы —
{

ū2ℓ−i = π − ūi, v̄
(2ℓ−i)
j = v̄

(i)
j ,

ū2ℓ = π, 0 6 v̄ℓ 6 2π.
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Нетрудно подсчитать общее количество опорных точек:

N1 = 2

(

4

(

2mℓ− 22m+1 + 1

3

)

+ 1

)

,

где m — наибольшее число, удовлетворяющее неравенству 2m 6 ℓ− 1. Пусть Q∗
i,j —

точка с координатами (ui, v̄
(i)
j ) и

R0,ℓ = max
Q∈∂T0,ℓ

|P0,ℓ −Q|, Ri,j = max
Q∈∂Ti,j

|Pi,j −Q|,

R2ℓ−i,j = max
Q∈∂T2ℓ−i,j

|P2ℓ−i,j −Q|, R2ℓ,ℓ = max
Q∈∂T2ℓ,ℓ

|P2ℓ,ℓ −Q|,

r0,ℓ = min
Q∈∂T0,ℓ

|P0,ℓ −Q|, ri,j = min
Q∈∂Ti,j

|Pi,j −Q|,

r2ℓ−i,j = min
Q∈∂T2ℓ−i,j

|P2ℓ−i,j −Q|, r2ℓ,ℓ = min
Q∈∂T2ℓ,ℓ

|P2ℓ,ℓ −Q|.

Принимая во внимание разбиение единичной сферы T на элементарные части, имеем
R2ℓ,ℓ = r2ℓ,ℓ = r0,ℓ = R0,ℓ, R2ℓ−i,j = Ri,j = Ri,0 и r2ℓ−i,j = ri,j = ri,0. Очевидно, что

R0,ℓ = |P0,ℓ −Q1,0| =
√

sin2 π

2ℓ
+ (1− cos

π

2ℓ
)2 = 2 sin

π

4ℓ
.

Кроме того, учитывая, что Ti,j является равнобедренной трапециeобразной фигурой,
находим:

Ri,0 = |Pi,0 −Qi+1,0| =

=

√

(sin ūi cos v̄
(i)
0 − sin ui+1)2 + (sin ūi sin v̄

(i)
0 )2 + (cos ūi − cosui+1)2 =

= 2

√

sin2 ūi − ui+1

2
+ sin2 v̄

(i)
0

2
sin ūi sin ui+1 =

= 2

√

sin2 π

8ℓ
+ sin2 π

8mi

sin
π(2i+ 1)

4ℓ
sin

π(i+ 1)

2ℓ

и

ri,0 = |Pi,0 −Q∗
i,0| =

=

√

(sin ūi cos v̄
(i)
0 − sin ui cos v̄

(i)
0 )2 + (sin ūi sin v̄

(i)
0 − sin ui sin v̄

(i)
0 )2 + (cos ūi − cosui)2 =

= 2

√

sin2 ūi − ui
2

= 2 sin
π

8ℓ
.

В результате получаем R(N1) = max
i=1,ℓ−1

Ri,0 и r(N1) = 2 sin π
8ℓ

. Так как

Ri,0 6
π

4ℓ

√

π2(i+ 1)(i+ 1/2)

i2
+ 1 6

π
√
3π2 + 1

4ℓ
, i = 1, ℓ− 1,

то R(N1) 6
π
√
3π2+1
4ℓ

. Как видно, r(N1) ∼ R(N1) ∼ 1
ℓ
.

Таким же способом можно разбить эллипсоид.
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Пусть Sd(x) и Γd(x) есть, соответственно, части поверхности S и касательной
плоскости Γ(x) в точке x ∈ S, заключенные внутри сферы Bd(x) радиуса d с центром
в точке x. Кроме того, пусть ỹ ∈ Γ(x) есть проекция точки y ∈ S. Тогда

|x− ỹ| 6 |x− y| 6 C1(S)|x− ỹ| и mesSd(x) 6 C2(S)mes Γd(x), (4)

где C1(S), C2(S) — положительные постоянные, зависящие лишь от S (если S —
сфера, то C1(S) =

√
2, C2(S) = 2).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Существуют такие постоянные C ′
0 > 0 и C ′

1 > 0, не зависящие
от N , для которых при всех l, j ∈ {1, 2, . . . , N}, j 6= l, и всех y ∈ Sj справедливо
следующее неравенство:

C ′
0|y − xl| 6 |xj − xl| 6 C ′

1|y − xl|. (5)

Доказательство. Принимая во внимание способ разбиения поверхности S на
элементарные части, имеем:

|xj − xl| 6 |y − xl|+ |y − xj| 6 |y − xl|+Rj(N) 6 |y − xl|+Mrl(N) 6 (1 +M)|y − xl|

и

|y−xl| 6 |xj −xl|+ |y−xj| 6 |xj −xl|+Rj(N) 6 |xj −xl|+Mrl(N) < (1+M)|xj −xl|,

чем и завершается доказательство леммы. �

Для непрерывной на S функции ϕ(x) введем модуль непрерывности ω(ϕ, δ) =

= δ sup
τ>δ

ω(ϕ,τ)
τ

, δ > 0, где ω̄(ϕ, τ) = max
|x−y|6τ ;x,y∈S

|ϕ(x)− ϕ(y)|. Кроме того, пусть

alj = 0 при l = j, alj =
K(xl, xj)

|xl − xj|n
mesSj при l 6= j.

Теорема 1. Пусть непрерывная на S×S функция K(x, y) удовлетворяет усло-
вию (3) и существует натуральное число m такое, что

|K(x, y′)−K(x, y′′)| 6M

m
∑

j=1

|y′ − y′′|αj |x− y′|βj |x− y′′|γj , ∀ x, y′, y′′ ∈ S, (6)

где 0 < αj 6 1, βj > 0, γj > 0 и αj + βj + γj > n− 2, j = 1,m. Тогда выражение

AN(xl) =
N
∑

j=1

aljρ(xj) (7)

в точках xl, l = 1, N , является кубатурной формулой для интеграла (2) с не-
прерывной на S плотностью ρ, причем справедлива следующая оценка:

max
l=1,N

|(Aρ)(xl)− AN(xl)| 6M [‖ρ‖∞(R(N))γ| lnR(N)|+ ω(ρ,R(N))],

где ‖ρ‖∞ = max
x∈S

|ρ(x)|, γ = min{α, 2 − λ, α + β + 2 − n}, α = min
j=1,m

αj, β = min
j=1,m

{αj +

+ βj + γj} − α.
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Доказательство. Очевидно, что

(Aρ)(xl)− AN(xl) =

∫

Sl

K(xl, y)

|xl − y|nρ(y) dSy +
N
∑

j=1,j 6=l

∫

Sj

K(xl, y)−K(xl, xj)

|xl − y|n ρ(y) dSy+

+
N
∑

j=1,j 6=l

∫

Sj

(

1

|xl − y|n − 1

|xl − xj|n
)

K(xl, xj)ρ(y) dSy+

+
N
∑

j=1,j 6=l

∫

Sj

K(xl, xj)

|xl − xj|n
(ρ(y)− ρ(xj)) dSy.

Слагаемые в последнем равенстве обозначим через rN1 (xl), r
N
2 (xl), r

N
3 (xl), r

N
4 (xl)

соответственно.
Учитывая (3) и (4) и применяя формулу сведения поверхностного интеграла к

двойному, получим:

|rN1 (xl)| 6M‖ρ‖∞
∫

Sl

1

|xl − y|λ dSy 6

6M‖ρ‖∞C2(S)

2π
∫

0

R(N)
∫

0

1

tλ−1
dt dϕ =M‖ρ‖∞(R(N))2−λ.

Пусть y ∈ Sj и j 6= l. Тогда по неравенству (5)

|y − xj| 6 (1 + C ′
1)|y − xl|,

а, значит, по условию (6)

|K(xl, y)−K(xl, xj)| 6M |xj − y|α|xl − y|β.

Тогда имеем:

|rN2 (xl)| 6M(R(N))α‖ρ‖∞
∫

S\Sl

1

|xl − y|n−β
dSy 6M‖ρ‖∞(R(N))α+β+2−n

при β < n− 2;

|rN2 (xl)| 6M‖ρ‖∞(R(N))α| lnR(N)| при β = n− 2;

|rN2 (xl)| 6M‖ρ‖∞(R(N))α при β > n− 2.

Более того, принимая во внимание неравенства (3) и (5), имеем

|( 1

|xl − y|n − 1

|xl − xj|n
)K(xl, xj)| 6M

|xj − y|
|xl − y|1+λ

.

Отсюда находим, что

|rN3 (xl)| 6MR(N)‖ρ‖∞
∫

S\Sl

1

|xl − y|1+λ
dSy 6M‖ρ‖∞R(N) при λ < 1;

❒$6.0$6&4$ ✸✶✺



➮!"✳ $%&%'✳ ()✲'%✳ ❮,"✳ -.&✳ $.&✳ ❒%'.0%'12%✳ ❒.3%)12%✳ ➮)4,&0%'12%✳ ✷✵✷✵✳ 7✳ ✷✵✱ "9:✳ ✸

|rN3 (xl)| 6M‖ρ‖∞R(N)| lnR(N)| при λ = 1;

|rN3 (xl)| 6M‖ρ‖∞(R(N))2−λ при λ > 1.

Очевидно, что

|rN4 (xl)| 6Mω(ρ,R(N))

∫

S\Sl

1

|xl − y|λ dSy 6Mω(ρ,R(N)).

В результате, суммируя полученные оценки для выражений rN1 (xl), r
N
2 (xl), r

N
3 (xl)

и rN4 (xl), получаем доказательство теоремы. �

3. ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА КОЛЛОКАЦИИ

Пусть CN — пространство N -мерных векторов zN = (zN1 , z
N
2 , . . . , z

N
N ), zNl ∈ C,

l = 1, N, с нормой ‖zN‖ = max
l=1,N

|zNl |, а C(S) — пространство непрерывных функций

на S с нормой ‖f‖∞ = max
x∈S

|f(x)|. Для zN ∈ CN положим

ANzN = (AN
1 z

N , AN
2 z

N , . . . , AN
Nz

N), AN
l z

N =
N
∑

j=1

aljz
N
j , l = 1, N.

Используя кубатурную формулу (7), ИУ (1) заменяем системой алгебраических
уравнений относительно zNl — приближенных значений ρ(xl), l = 1, N , которую
запишем в виде

zN + ANzN = fN , (8)

где fN = pNf = (f1, f2, . . . , fN), fl = f(xl), l = 1, N , pN : C(S) → CN —
оператор простого сноса и AN ∈ L (CN ,CN) (здесь через L (CN ,CN) обозначено
пространство линейных ограниченных операторов, отображающих пространство CN

в пространство CN ).
Обоснование метода коллокации получим из теоремы Г. М. Вайникко о схо-

димости для линейных операторных уравнений [13]. Для ее формулировки приведем
в обозначениях работы [13] необходимые определения и утверждения.

Определение 1 ([13]). Систему Q = {qN} операторов qN : C(S) → CN будем
называть связывающей для C(S) и CN , если:

1) ‖qNϕ‖ → ‖ϕ‖∞ при N → ∞ для всех ϕ ∈ C(S);
2) ‖qN(aϕ + a′ϕ′) − (aqNϕ + a′qNϕ′)‖ → 0 при N → ∞ для всех ϕ, ϕ′ ∈ C(S),

a, a′ ∈ C.

Определение 2 ([13]). Последовательность {ϕN} элементов ϕN ∈ CN Q-сходит-

ся к ϕ ∈ C(S), если ‖ϕN − qNϕ‖ → 0 при N → ∞. При этом будем писать ϕN
Q→ϕ.

Определение 3 ([13]). Последовательность {ϕN} элементов ϕN ∈ CN Q-ком-
пактна, если любая ее подпоследовательность {ϕNm} содержит Q-сходящуюся под-
последовательность {ϕNmk

}.

Предложение 1 ([13]). Пусть qN : C(S) → CN линейны и ограничены. Тогда
следующие условия равносильны:

1) последовательность {ϕN} Q-компактна и множество ее Q-предельных
точек компактно в C(S);

✸✶✻ ❮%(>)9? ,'@.A
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2) существует относительно компактная последовательность {ϕ(N)} ⊂ C(S)
такая, что ‖ϕN − qNϕ(N)‖ → 0 при N → ∞.

Определение 4 ([13]). Последовательность операторов BN : CN → CN QQ-схо-
дится к оператору B : C(S) → C(S), если для любой Q-сходящейся последователь-

ности {ϕN} имеем ϕN
Q→ϕ⇒ BNϕN

Q→Bϕ. При этом будем писать BN QQ→ B.

Определение 5 ([13]). Последовательность операторов BN ∈ L (CN ,CN) ком-

пактно сходится к оператору B ∈ L (C(S), C(S)), если BN QQ→ B и выполнено
следующее условие компактности: ϕN ∈ CN , ‖ϕN‖ 6M ⇒ {BNϕN}, Q-компактна.

Теорема 2 ([13]). Пусть выполнены следующие условия:

1) Ker(I +B) = {0}, где I — единичный оператор в пространстве C(S);
2) IN +BN фредгольмовы операторы с нулевым индексом, где IN — единичный

оператор в пространстве CN ;

3) ψN
Q→ψ, ψN ∈ CN , ψ ∈ C(S);

4) BN → B компактно.

Тогда уравнение (I + B)ϕ = ψ имеет единственное решение ϕ̃ ∈ C(S), уравнение

(IN +BN)ϕN = ψN имеет единственное решение ϕ̃N ∈ CN и ϕ̃N
Q→ ϕ̃ с оценкой

c1‖(IN +BN)qN ϕ̃− ψN‖ 6 ‖ϕ̃N − qN ϕ̃‖ 6 c2‖(IN +BN)qN ϕ̃− ψN‖,

где

c1 =
1

sup
N

‖IN +BN‖ > 0, c2 = sup
N

‖(IN +BN)−1‖ < +∞.

Сформулируем теперь основной результат данной работы.

Теорема 3. Пусть Ker(I + A) = {0}, функция K(x, y) удовлетворяет усло-
виям (3) и (6) и существует натуральное число n0 такое, что

|K(x′, y)−K(x′′, y)| 6M

n0
∑

j=1

|x′ − x′′|aj |x′ − y|bj |x′′ − y|cj , ∀ x′, x′′, y ∈ S, (9)

где 0 < aj 6 1, bj > 0, cj > 0 и aj + bj + cj > n − 2, j = 1, n0. Тогда уравнения (1)
и (8) имеют единственные решения ρ∗ ∈ C(S) и zN∗ ∈ CN соответственно, причем
‖zN∗ − pNρ∗‖ → 0 при N → ∞ с оценкой

‖zN∗ − pNρ∗‖ 6M [‖f‖∞(R(N))η| lnR(N)|+ ω(f,R(N))],

где η = min{γ, c}, c = min{a, 2−λ, a+b+2−n}, a = min
j=1,n0

aj, b = min
j=1,n0

{aj+bj+cj}−a.

Доказательство. Очевидно, что операторы IN + AN фредгольмовы с нулевым
индексом и система операторов простого сноса P = {pN} является связывающей для

пространств C(S) и CN . Тогда fN P→ f и из теоремы 1 получаем, что IN+AN PP→ I+A.
По определению 5 осталось проверить условие компактности, которое ввиду пред-
ложения 1 равносильно следующему условию: для всех {zN}, zN ∈ CN , ‖zN‖ 6 M ,
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существует относительно компактная последовательность {ANz
N} ⊂ C(S), такая,

что
‖ANzN − pN(ANz

N)‖ → 0 при N → ∞.

В качестве {ANz
N} выберем последовательность

(ANz
N)(x) =

N
∑

j=1

zNj

∫

Sj

K(x, y)

|x− y|n dSy, x ∈ S.

Возьмем любые точки x′, x′′ ∈ S, такие, что |x′ − x′′| = δ < d/2. Очевидно, что

|(ANz
N)(x′)− (ANz

N)(x′′)| 6 ‖zN‖
∫

S

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)

|x′ − y|n − K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6

6 ‖zN‖
∫

Sδ/2(x
′)

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)

|x′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy + ‖zN‖
∫

Sδ/2(x
′′)

∣

∣

∣

∣

K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy+

+‖zN‖
∫

Sδ/2(x
′)

∣

∣

∣

∣

K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy + ‖zN‖
∫

Sδ/2(x
′′)

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)

|x′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy+

+‖zN‖
∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

(

1

|x′ − y|n − 1

|x′′ − y|n
)

K(x′, y)

∣

∣

∣

∣

dSy+

+‖zN‖
∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)−K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy+

+‖zN‖
∫

S\Sd(x′)

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)

|x′ − y|n − K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy.

Используя (3) и формулу сведения поверхностного интеграла к двойному, получим:
∫

Sδ/2(x
′)

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)

|x′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6M

∫

Sδ/2(x
′)

1

|x′ − y|λ dSy 6Mδ2−λ,

∫

Sδ/2(x
′′)

∣

∣

∣

∣

K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6Mδ2−λ.

Кроме того, принимая во внимание неравенства |x′′ − y| > δ/2 для всех y ∈ Sδ/2(x
′)

и |x′ − y| > δ/2 для всех y ∈ Sδ/2(x
′′), имеем:

∫

Sδ/2(x
′)

∣

∣

∣

∣

K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6M

∫

Sδ/2(x
′)

1

|x′′ − y|λdSy 6M

(

2

δ

)λ

mes (Sδ/2(x
′)) 6Mδ2−λ,

∫

Sδ/2(x
′′)

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)

|x′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6Mδ2−λ.

Так как
|x′ − y| 6 3|x′′ − y| и |x′′ − y| 6 3|x′ − y| (10)
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для всех y ∈ Sd(x
′)\(Sδ/2(x

′) ∪ Sδ/2(x
′′)), то, учитывая неравенство (3), получаем

∣

∣

∣

∣

(

1

|x′ − y|n − 1

|x′′ − y|n
)

K(x′, y)

∣

∣

∣

∣

6
Mδ

|x′ − y|1+λ
, ∀ y ∈ Sd(x

′)\(Sδ/2(x
′) ∪ Sδ/2(x

′′)).

Отсюда находим, что

∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

(

1

|x′ − y|n − 1

|x′′ − y|n
)

K(x′, y)

∣

∣

∣

∣

dSy 6

Mδ

∫

Sd(x′)\Sδ/2(x
′)

1

|x′ − y|1+λ
dSy 6Mδ при 0 < λ < 1;

∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

(

1

|x′ − y|n − 1

|x′′ − y|n
)

K(x′, y)

∣

∣

∣

∣

dSy 6Mδ| ln δ| при λ = 1;

∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

(

1

|x′ − y|n − 1

|x′′ − y|n
)

K(x′, y)

∣

∣

∣

∣

dSy 6Mδ2−λ при 1 < λ < 2.

Принимая во внимание (9) и (10), имеем

|K(x′, y)−K(x′′, y)| 6Mδa|x′ − y|b, ∀ y ∈ Sd(x
′)\(Sδ/2(x

′) ∪ Sδ/2(x
′′)).

Тогда получаем, что

∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)−K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6

Mδa
∫

Sd(x′)\Sδ/2(x
′)

1

|x′ − y|n−b
dSy 6Mδa при b > n− 2;

∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)−K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6Mδa| ln δ| при b = n− 2;

∫

Sd(x′)\(Sδ/2(x
′)∪Sδ/2(x

′′))

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)−K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6Mδa+b+2−n при b < n− 2.

Нетрудно убедиться, что

∫

S\Sd(x′)

∣

∣

∣

∣

K(x′, y)

|x′ − y|n − K(x′′, y)

|x′′ − y|n
∣

∣

∣

∣

dSy 6Mδa.

Суммируя полученные выше оценки, получим

|(ANz
N)(x′)− (ANz

N)(x′′)| 6M‖zN‖δc| ln δ|, (11)

а, значит, {ANz
N} ⊂ C(S). Относительная компактность последовательности

{ANz
N} следует из теоремы Арцеля. Действительно, равномерная ограниченность
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вытекает непосредственно из условия ‖zN‖ 6 M , а равностепенная непрерывность
следует из оценки (11). Кроме того, поступая точно так же, как и в доказательстве
теоремы 1, получаем

‖ANzN − pN(ANz
N)‖ → 0 при N → ∞.

В результате получаем, что выполняются все условии теоремы 2. Тогда уравне-
ния (1) и (8) имеют единственные решения ρ∗ ∈ C(S) и zN∗ ∈ CN соответственно,
причем

c1δN 6 ‖zN∗ − pNρ∗‖ 6 c2δN ,

где

c1 =
1

sup
N

‖IN + AN‖ > 0, c2 = sup
N

‖(IN + AN)−1‖ < +∞,

δN = max
l=1,N

|AN
l (p

Nρ∗)− (Aρ∗)(xl)|.

По теореме 1

δN 6M [‖ρ∗‖∞(R(N))γ| lnR(N)|+ ω(ρ∗, R(N))].

Очевидно, что

ω(ρ∗, R(N)) = ω(f − Aρ∗, R(N)) 6 ω(f,R(N)) + ω(Aρ∗, R(N)).

Поступая точно так же, как и при доказательстве оценки (11), нетрудно показать,
что

|(Aρ∗)(x′)− (Aρ∗)(x
′′)| 6M‖ρ∗‖∞|x′ − x′′|c| ln |x′ − x′′||, ∀ x′, x′′ ∈ S,

а значит,
ω(Aρ∗, R(N)) 6M‖ρ∗‖∞(R(N))c| lnR(N)|.

Кроме того, учитывая

‖ρ∗‖∞ = ‖(I + A)−1f‖∞ 6 ‖(I + A)−1‖‖f‖∞,

получаем доказательство теоремы. �

Замечание 1. Используя теорему 3, также можно исследовать приближенное
решение некоторых классов ИУ более общего вида

ρ+ Aρ = Gg,

где G — некоторый ограниченный оператор, а g — заданная функция на S, причем
Gg ∈ C(S). Действительно, в теореме 3 достаточно взять f = Gg.

Пример 2. Рассмотрим внешнюю краевую задачу Дирихле для уравнения Гельм-
гольца: найти функцию u ∈ C2(R3\D̄)

⋂

C(R3\D), удовлетворяющую уравнению
Гельмгольца ∆u + χ2u = 0 в R3\D̄, условию излучения Зоммерфельда на беско-
нечности и граничному условию u(x) = f(x) на S, где D ⊂ R3 — ограниченная
область с дважды непрерывно дифференцируемой границей S, ∆ — оператор Лап-
ласа, χ — волновое число, причем Imχ > 0, а f — заданная непрерывная функция
на S.

✸✷✵ ❮$%&'() *+,-.



 ✳ ➹✳ #$%&%'(✳ ❰ *+&,%&-.//'0 +.1./&& '2/'3' 4%$55$ &/6.3+$%7/89 :+$(/./&;

Разыскивая решение внешней краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмголь-
ца в виде комбинации простого и двойного слоев

u(x) =

∫

S

(

∂Φ(x, y)

∂~n(y)
− iµΦ(x, y)

)

ρ(y) dSy,

в работе [14, с. 104] показано, что плотность ρ(x) является решением однозначно
разрешимого ИУ

ρ+Bρ = 2f, (12)

где i =
√
−1, ~n(y) — единичная внешняя нормаль в точке y ∈ S, Φ(x, y) =

= eiχ|x−y|/(4π|x − y|) — фундаментальное решение уравнения Гельмгольца, µ 6= 0 —
произвольное вещественное число, причем µReχ > 0,

(Bρ)(x) = 2

∫

S

(

∂Φ(x, y)

∂~n(y)
− iµΦ(x, y)

)

ρ(y) dSy, x ∈ S.

Нетрудно убедиться, что

(Bρ)(x) =

∫

S

K(x, y)

|x− y|3ρ(y) dSy,

где K(x, y) = − 1
2π
eiχ|x−y|(iµ|x− y|2 + (−→xy, ~n(y))(1− iχ|x− y|)).

Очевидно, что для любых x, y, y′ ∈ S

|K(x, y)| 6M |x− y|2,
|K(x, y)−K(x, y′)| 6M(|y − y′|2 + |y − y′||x− y|+ |y − y′| |x− y′|).

Тогда, применяя теорему 1, получаем, что выражение

BN(xl) =
N
∑

j=1

bljρ(xj) (13)

в точках xl, l = 1, N , является кубатурной формулой для интеграла (Bρ)(x), где

blj = 0 при l = j,

blj = 2

(

∂Φ(xl, xj)

∂~n(xj)
− iµΦ(xl, xj)

)

mesSj при l 6= j,

причем

max
l=1,N

|(Bρ)(xl)− BN(xl)| 6M(‖ρ‖∞R(N)| lnR(N)|+ ω(ρ,R(N))).

Используя кубатурную формулу (13), ИУ (12) заменяем системой алгебраических
уравнений относительно wN

l — приближенных значений ρ(xl), l = 1, N , которую
запишем в виде

wN +BNwN = 2fN , (14)

где

BNwN =
(

BN
1 w

N , BN
2 w

N , . . . , BN
Nw

N
)

, BN
l w

N =
N
∑

j=1

bljw
N
j , l = 1, N.
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Нетрудно показать, что для любых x′, x′′, y ∈ S

|K(x′, y)−K(x′′, y)| 6M(|x′ − x′′|2 + |x′ − x′′||y − x′|+ |x′ − x′′||y − x′′|).
Тогда по теореме 3 при любом значении волнового числа χ, удовлетворяющего усло-
вию Imχ > 0, уравнения (12) и (14) имеют единственные решения ρ∗ ∈ C(S) и
wN

∗ = (w∗
1, w

∗
2, ..., w

∗
N) ∈ CN соответственно, причем ‖wN

∗ − pNρ∗‖ → 0 при N → ∞ с
оценкой

‖wN
∗ − pNρ∗‖ 6M(‖f‖∞R(N)| lnR(N)|+ ω(f,R(N))).

Можно показать, что последовательность

uN(x0) =
N
∑

j=1

(

∂Φ(x0, xj)

∂~n(xj)
− iµΦ(x0, xj)

)

w∗
jmesSj, x0 ∈ R

3\D̄,

сходится к решению u(x) внешней краевой задачи Дирихле для уравнения Гельм-
гольца в точке x0, причем

|uN(x0)− u(x0)| 6M(‖f‖∞R(N)| lnR(N)|+ ω(f,R(N))).

Пример 3. В работе [14, с. 116] показано, что если функция u(x) имеет нор-
мальную производную в смысле равномерной сходимости, то внешняя краевая за-
дача Дирихле для уравнения Гельмгольца приводится к разрешимому единственным
образом ИУ

ρ+ Ãρ = G̃f, (15)

где

(Ãρ)(x) = 2

∫

S

∂Φ(x, y)

∂~n(x)
ρ(y) dSy − 2iη

∫

S

Φ(x, y)ρ(y) dSy, x ∈ S,

(G̃f)(x) = 2
∂

∂~n(x)

∫

S

∂Φ(x, y)

∂~n(y)
f(y) dSy − iη



2

∫

S

∂Φ(x, y)

∂~n(y)
f(y) dSy − f(x)



 , x ∈ S,

а η 6= 0 — произвольное действительное число, причем ηReχ > 0. Известно, что
внешнюю краевую задачу Дирихле для уравнения Гельмгольца можно привести к
различным граничным интегральным уравнениям. Однако уравнение (15) имеет то
преимущество, что его решение является нормальной производной решения внешней
краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца на S. При этом функция

u(x) =

∫

S

{

f(y)
∂Φ(x, y)

∂~n(y)
− ρ(y)Φ(x, y)

}

dSy, x ∈ R
3\D̄,

является решением внешней краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмголь-
ца. Кроме того, решение уравнения (15) является решением уравнения моментов
(см. [14, с. 118]). Отметим, что, принимая во внимание замечание 1 и доказанные
свойства в работе [15] для оператора, порожденного нормальной производной аккус-
тического потенциала двойного слоя, так же, как и в примере 2, можно исследовать
приближенное решение ИУ (15) методом коллокации.

Благодарности. Работа выполнена при поддержке «Университетского гранта»
Азербайджанского государственного университета нефти и промышленности (проект
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On the Approximate Solution of a Class

of Weakly Singular Integral Equations
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The work is devoted to the study of the solution of one class of weakly singular surface integral

equations of the second kind. First, a Lyapunov surface is partitioned into “regular” elementary

parts, and then a cubature formula for one class of weakly singular surface integrals is construct-

ed at the control points. Using the constructed cubature formula, the considered integral equation

is replaced by a system of algebraic equations. As a result, under the additional conditions im-

posed on the kernel of the integral, it is proved that the considered integral equation and the

resulting system of algebraic equations have unique solutions, and the solution of the system of

algebraic equations converges to the value of the solution of the integral equation at the control

points. Moreover, using these results, we substantiate the collocation method for various integral

equations of the external Dirichlet boundary-value problem for the Helmholtz equation.

Keywords: collocation method, integral equations of the second kind, cubature formula, weakly

singular surface integral, boundary-value problems for the Helmholtz equation.
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