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Пусть K — основное поле нулевой характеристики. Хорошо известно, что в этом случае

вся информация о многообразии линейных алгебрV содержится в его полилинейных ком-

понентах Pn(V), n ∈ N, где Pn(V) — линейная оболочка полилинейных слов от n различных

букв в свободной алгебре K(X,V). Д. Фаркаш для случая алгебр Пуассона ввел понятие

customary-полиномов и доказал, что любое нетривиальное многообразие алгебр Пуассона

удовлетворяет некоторому customary-тождеству. Алгебры Лейбница –Пуассона являются

обобщениями алгебр Пуассона. В работе исследуется последовательность customary-

пространств свободной алгебры Лейбница –Пуассона {Q2n}n>1. Приводится базис и

размерность пространств Q2n. Доказан аналог теоремы Д. Фаркаша для случая алгебр

Лейбница–Пуассона: в случае основного поля нулевой характеристики любое нетриви-

альное тождество свободной алгебры Лейбница –Пуассона имеет в качестве своих след-

ствий нетривиальные тождества в customary-пространствах.
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Линейная алгебра A(+, {, }, K) с K-биллинейной операцией умножения {, } над
полем K называется алгеброй Лейбница, если в ней выполнено тождество

{{x, y}, z} = {{x, z}, y}+ {x, {y, z}}.

Алгебры Лейбница являются обобщениями алгебр Ли.
Далее везде предполагается, если это специально не оговорено, что основное

поле K произвольно.
Векторное пространство A над полем K с двумя K-биллинейными операциями

умножения · и {, } называется алгеброй Лейбница –Пуассона, если относитель-
но операции · пространство A является коммутативной ассоциативной алгеброй с
единицей, относительно операции {, } — алгеброй Лейбница, и данные операции
связаны правилами

{a · b, c} = a · {b, c}+ {a, c} · b,

{c, a · b} = a · {c, b}+ {c, a} · b,
(1)

где a, b, c ∈ A. Если в алгебре Лейбница –Пуассона выполнено тождество {x, x} = 0,
то данная алгебра будет являться алгеброй Пуассона. Таким образом, алгебры
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Лейбница –Пуассона являются обобщениями алгебр Пуассона, которые возникают
естественным образом в некоторых разделах алгебры, дифференциальной геометрии,
топологии, современной теоретической физике и т.д. Обзоры работ по PI-алгебрам
Пуассона и Лейбница –Пуассона можно найти в работах [1,2].

Договоримся опускать скобки {, } при их левонормированной расстановке:
{{a, b}, c} = {a, b, c}.

Пусть L(X) — свободная алгебра Лейбница, F (X) — свободная алгебра Лейбни-
ца –Пуассона, где X = {x1, x2, . . .} — счетное множество свободных образующих.
Обозначим через Pn пространство в F (X), состоящее из всех полилинейных
элементов степени n от переменных x1, . . . , xn.

Определение тождества, PI-алгебры, многообразия алгебр Лейбница –Пуассона
вводятся стандартным образом. Все необходимые сведения о многообразиях PI-
алгебр можно найти, например, в монографиях [3–5].

Лемма 1 (см. [2]). Базис пространства Pn состоит из всех элементов вида

xk1 · . . . · xkr · {xi1 , . . . , xis} · . . . · {xj1 , . . . , xjt}, (2)

для каждого из которых выполнены следующие условия:
(i) r > 0, причем k1 < . . . < kr при r > 0, а при r = 0 моном xk1 · . . . · xkr

отсутствует;
(ii) каждая из переменных x1,. . . ,xn встречается в (2) ровно один раз;
(iii) каждый множитель {xi1 , . . . , xis},. . . , {xj1 , . . . , xjt} в (2) левонормирован и

имеет длину > 2;
(iv) множители в (2) упорядочены по длине: s 6 . . . 6 t;
(v) если два соседних множителя в (2), являющиеся скобками {, }, имеют

одинаковую длину
. . . · {xp1 , . . . , xps} · {xq1 , . . . , xqs} · . . . ,

то p1 < q1.

Обозначим через Γn подпространство в Pn, являющееся линейной оболочкой
элементов вида

{xi1 , . . . , xis} · . . . · {xj1 , . . . , xjt}, s > 2, . . . , t > 2.

Тогда из сказанного выше следует, что базисом пространства Γn будут являться все
элементы вида (2) с условиями (ii)–(v) из леммы 1 при r = 0.

Выделим в пространстве Γ2n подпространство Q2n, порожденное элементами вида

{xa1 , xa2} · {xa3 , xa4} · . . . · {xa2n−1
, xa2n}.

По аналогии со случаем алгебр Пуассона пространства Q2n назовем customary-
пространствами. Пусть Sn — симметрическая группа степени n.

Лемма 2. 1. Следующие полилинейные элементы от переменных x1,. . . , x2n

{xτ(1), xτ(2)} · {xτ(3), xτ(4)} · . . . · {xτ(2n−1), xτ(2n)}, (3)

τ ∈ S2n, τ(1) < τ(3) < . . . < τ(2n− 1), (4)

образуют базис пространства Q2n;

2. dim Q2n = (2n)!
n!

.

❒$-&F$-C/$ ✷✾✶



➮!"✳ $%&%'✳ ()✲'%✳ ❮,"✳ -.&✳ $.&✳ ❒%'.0%'12%✳ ❒.3%)12%✳ ➮)4,&0%'12%✳ ✷✵✷✵✳ 7✳ ✷✵✱ "9:✳ ✸

Доказательство. Понятно, что пространство Q2n является линейной оболоч-
кой элементов вида (3) с условием (4). Покажем, что данные элементы линейно
независимы.

Пусть AL — некоторая алгебра Ли с умножением [, ]. В векторном пространстве
A = AL ⊕ AL над полем K определим операцию умножения [, ] следующим образом:

[(x1, x2), (y1, y2)] = ([x1, y1], [x2, y1]) , (5)

где (x1, x2), (y1, y2) ∈ A. Полученная алгебра A будет являться алгеброй Лейбница.
Действительно, нетрудно проверить, что A является линейной алгеброй над полем
K. Покажем, что в A выполнено тождество Лейбница. Учитывая, что AL является
алгеброй Ли, получаем:

[(x1, x2), (y1, y2), (z1, z2)] = ([x1, y1, z1], [x2, y1, z1]),

[(x1, x2), (z1, z2), (y1, y2)] = ([x1, z1, y1], [x2, z1, y1]) = −([z1, x1, y1], [z1, x2, y1]),

[(x1, x2), [(y1, y2), (z1, z2)]] = ([x1, [y1, z1]], [x2, [y1, z1]]) = −([y1, z1, x1], [y1, z1, x2]).

Для доказательства тождества Лейбница для левых частей данных трех равенств
остается применить тождество Якоби для правых частей.

Далее, пусть A — некоторая алгебра Лейбница с умножением [, ] над по-
лем K. Пусть v1, v2, . . . — линейный базис пространства A над K. Рассмотрим
коммутативное кольцо полиномов K[v1, v2, . . .]. Скобки {, } для элементов vi опре-
делим как умножение в A: {vi, vj} = [vi, vj]. Распространим скобки {, } на все
K[v1, v2, . . .], используя линейность и правила (1). Построенная таким образом
алгебра будет являться алгеброй Лейбница –Пуассона, которую обозначим через
LP (A).

Пусть H2n = K[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn] — ассоциативное коммутативное кольцо
многочленов. Превратим H2n в алгебру Пуассона, введя в H2n скобки Пуассона {, }
следующим образом:

{f, g} =
n∑

i=1

(
∂f

∂Xi

∂g

∂Yi

−
∂f

∂Yi

∂g

∂Xi

)
, f, g ∈ H2n.

Полученная алгебра называется алгеброй Гамильтона [6].

Пусть H̃2n = H2n ⊕ H2n — алгебра Лейбница с операцией умножения (5).

Рассмотрим алгебру Лейбница –Пуассона LP (H̃2n).
Обозначим через T2n — множество всех перестановок из S2n с условием (4).

Предположим, что для некоторого n элементы вида (3) линейно зависимы:

∑

τ∈T2n

ατ{xτ(1), xτ(2)} · . . . · {xτ(2n−1), xτ(2n)} = 0, ατ ∈ K,

где не все ατ равны нулю. Пусть ασ 6= 0, σ ∈ T2n. В данной линейной комбинации

сделаем такие подстановки элементов алгебры LP (H̃2n):

xσ(1) → (0, X1), xσ(2) → (Y1, 0),

. . .

xσ(2n−1) → (0, Xn), xσ(2n) → (Yn, 0).
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Тогда рассматриваемая линейная комбинация превратится в равенство

ασ(0, 1)
n = (0, 0),

что является верным только при ασ = 0. Противоречие.
Условие 2 следует из условия 1. �

Моном {xi1 , . . . , xin}, n > 2, свободной алгебры Лейбница L(X) назовем лейбни-
цевым мономом длины n. Будем говорить, что элемент вида {xi1 , . . . , xin} · . . . ·
· {yj1 , . . . , yjm} свободной алгебры Лейбница–Пуассона F (X) является произве-
дением лейбницевых мономов.

Лемма 3. В полилинейном лейбницевом мономе {x1, . . . , xi, . . . , xn} от перемен-
ных x1,. . . , xn вместо переменной xi, 1 6 i 6 n, подставим xi · xn+1. Тогда

{x1, . . . , xi · xn+1, . . . , xn} =

= xi · {x1, . . . , xn+1, . . . , xn}+ xn+1 · {x1, . . . , xi, . . . , xn}+ g(x1, . . . , xn+1), (6)

где g — полилинейный элемент от переменных x1,. . . , xn+1 свободной алгебры
Лейбница–Пуассона, являющийся линейной комбинацией произведений лейбни-
цевых мономов, длина каждого из которых не превосходит значения n − 1, в
случае если i < n, и g = 0, если i = n.

Доказательство. Обозначим A = {x1, x2, . . . , xi−1}. Применим математическую
индукцию по параметру n−i. При n−i = 0 тождество (6) выполнено. Пусть n−i = 1.
Тогда

{A, xn−1 · xn+1, xn} = {A, xn, xn−1 · xn+1}+ {A, {xn−1 · xn+1, xn}}.

При этом для первого и второго слагаемых выполнены соответствующие тождества:

{A, xn, xn−1 · xn+1} = xn−1 · {A, xn, xn+1}+ xn+1 · {A, xn, xn−1},

{A, {xn−1 · xn+1, xn}} = {A, xn−1 · {xn+1, xn}}+ {A, xn+1 · {xn−1, xn}} =

= xn−1 · {A, {xn+1, xn}}+ {xn+1, xn} · {A, xn−1}+

+xn+1 · {A, {xn−1, xn}}+ {xn−1, xn} · {A, xn+1} =

= xn−1 · {A, xn+1, xn} − xn−1 · {A, xn, xn+1}+ {xn+1, xn} · {A, xn−1}+

+xn+1 · {A, xn−1, xn} − xn+1 · {A, xn, xn−1}+ {xn−1, xn} · {A, xn+1}.

В итоге

{A, xn−1 · xn+1, xn} = xn−1 · {A, xn+1, xn}+ xn+1 · {A, xn−1, xn}+

+{xn+1, xn} · {A, xn−1}+ {xn−1, xn} · {A, xn+1}.

Предположим, что утверждение верно для n− i < k, k > 2. Пусть n− i = k. Тогда

{A, xi · xn+1, . . . , xn} = {A, xi+1, xi · xn+1, . . . , xn}+ {A, {xi · xn+1, xi+1}, . . . , xn}.

Применяя предположение индукции, получаем:

{A, xi+1, xi · xn+1, . . . , xn}=xi ·{A, xi+1, xn+1, . . . , xn}+ xn+1 ·{A, xi+1, xi, . . . , xn}+ g1,

{A, {xi · xn+1, xi+1}, . . . , xn} =

= xi · {A, {xn+1, xi+1}, . . . , xn}+ {xn+1, xi+1} · {A, xi, xi+2, . . . , xn}+
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+xn+1 · {A, {xi, xi+1}, . . . , xn}+ {xi, xi+1} · {A, xn+1, xi+2, . . . , xn}+ g2,

где g1, g2 — линейные комбинации произведений лейбницевых мономов, длина каж-
дого из которых не превосходит значения n− 1. В итоге

{A, xi · xn+1, . . . , xn} = xi · {A, xn+1, xi+1, . . . , xn}+ xn+1 · {A, xi, xi+1, . . . , xn}+

+{xn+1, xi+1} · {A, xi, xi+2, . . . , xn}+ {xi, xi+1} · {A, xn+1, xi+2, . . . , xn}+ g1 + g2. �

Следующая теорема является аналогом теоремы Фаркаша [7,8] для случая алгебр
Лейбница –Пуассона и показывает важность исследования пространств Q2n.

Теорема. Пусть V — многообразие алгебр Лейбница–Пуассона над полем ну-
левой характеристики, в котором выполнено нетривиальное тождество. Тогда
в V выполняется нетривиальное тождество вида

∑

τ∈T2m

ατ{xτ(1), xτ(2)} · . . . · {xτ(2m−1), xτ(2m)} = 0. (7)

Доказательство. Из леммы 3 работы [2] следует, что в случае основного по-
ля нулевой характеристики идеал тождеств Id(V) многообразия алгебр Лейбница –
Пуассона V порождается совокупностью полилинейных тождеств из последователь-
ности Γn∩Id(V), n > 2. Поэтому пусть f(x1, . . . , xn) = 0 — нетривиальное тождество
многообразия V, где f ∈ Γn ∩ Id(V) для некоторого n.

Функция f(x1, . . . , xn) является нетривиальной линейной комбинацией элементов
вида (2) при r = 0. Предположим, что элемент f не имеет требуемый вид (7). Тогда в
элементе f среди всех слагаемых с ненулевыми коэффициентами зафиксируем такое,
которое имеет лейбницевый моном максимальной длины. Пусть это слагаемое имеет
вид

α{. . .} · . . . · {. . .} · {xi1 , . . . , xid}, 0 6= α ∈ K,

где {xi1 , . . . , xid} — лейбницевый моном максимальной длины d > 2. Без ограничения
общности можно считать, что i1 = n. В элементе f вместо переменной xn подставим
xn · xn+1. Тогда из леммы 3 следует, что

f(x1, . . . , xn−1, xn · xn+1) = xn · f(x1, . . . , xn−1, xn+1) + xn+1 · f(x1, . . . , xn−1, xn) + g, (8)

где g = g(x1, . . . xn+1) ∈ Γn+1, причем ни одно слагаемое с ненулевым коэффи-
циентом элемента g не содержит лейбницевых мономов длины d, в которых на
первом месте находится либо переменная xn, либо переменная xn+1. Так как левая
часть равенства (8), а также первые два слагаемых правой части данного равенства
принадлежат Id(V), то g ∈ Γn+1 ∩ Id(V).

Если элемент g имеет вид (7), то все доказано. Иначе применяем к тождеству
g = 0 многообразия V аналогичную процедуру и т. д. В результате получим тож-
дество требуемого вида (7). �

Заметим, что в работе [9] доказан аналог теоремы Фаркаша для унитарных
обобщенных PI алгебр Пуассона и унитарных PI алгебр жордановых скобок, а в
работе [10] доказана теорема Фаркаша для многообразий общих алгебр Пуассона.
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Let K be a base field of characteristic zero. It is well known that in this case all information about

varieties of linear algebrasV contains in its polylinear components Pn(V), n ∈ N, where Pn(V) is

a linear span of polylinear words of n different letters in a free algebraK(X,V). D. Farkas defined

customary polynomials and proved that every Poisson PI-algebra satisfies some customary iden-

tity. Poisson algebras are special case of Leibniz–Poisson algebras. In the paper the sequence

of customary spaces of the free Leibniz –Poisson algebra {Q2n}n>1 is investigated. The basis

and dimension of spaces Q2n are given. It is also proved that in case of a base field of charac-

teristic zero any nontrivial identity of the free Leibniz –Poisson algebra has nontrivial identities in

customary spaces.
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